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Principe du Bootstrap

Soit (X1,...,Xp,) un echantlllon ~iid. [Z(,u,, 2).
On estime 0 = f(u) par 6 = f(X,,) avec X,, = n~! Yo X

On tire un rééchantillon (X7,..., X)) de fagon i.i.d dans {X7,..., X, }.
On répéte le rééchantillonnage B fois, et on estime V(6) par

B

1 1 ’
N N*b N*C
vpoor(0) = 51 (9 -3 CE 1 0 )

b=1

Idée naive pour un échantillon S tiré selon un plan de sondage p(:) : on
obtient une estimation de variance en tirant des rééchantillons avec remise
dans les valeurs échantillonnées {y1,...,yn}-
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Cas d'une enquéte

Dans le cas d'un sondage dans U de taille N, I'alea est porté par le vecteur
(I1,...,In)" des indicatrices de sélection :

@ SRS sans remise : tirages non indépendants, identiquement distribués,
@ Sondage stratifié : tirages indépendants, non identiquement distribués,

@ Sondage a probabilités inégales : tirages souvent non indépendants, non
identiquement distribués,

Il existe une vaste littérature pour adapter les méthodes de Bootstrap en
Sondages (Shao and Tu, 1995; Davison and Sardy, 2007).

L’objectif est ici d’étudier une méthode simple de Bootstrap, via :

(I,...,In) = (X1,...,X,,) approximativement i.i.d.
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Tirage a plusieurs degrés

Tirage a plusieurs degrés
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Tirage a plusieurs degrés

Principe du tirage a plusieurs degrés

La population U est partitionnée en N grosses unités appelées Unités Pri-
maires (UP). Les individus de U sont les Unités Secondaires (US) :

@ Premier degré : un échantillon St d'UP est sélectionné.

@ Second degré : un échantillon d'US est tiré dans chaque UP € S;.

Exemples d’enquétes issues d'un plan a plusieurs degrés :

© Enquéte Panel Politique de la Ville (PPV) : sélection d'un échantillon
de quartiers (UP), puis de logements (US), puis d’individus (UT) (Dieu-
saert et Henry, 2012).

@ Enquéte épidémiologique : estimation de la contamination au plomb
en tirant un échantillon d’hépitaux (UP), puis d’enfants (US) dont les
logements sont inspectés (Lucas, 2013).

© Enquéte PISA : sélection d'un échantillon de colleges (UP), puis d'un
échantillon d’éléves de 15 ans (US).
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Tirage multinomial des UP

L’échantillon S}’VR est obtenu & partir de ny tirages indépendants dans Uj.
Soit 77; le nombre moyen de sélections pour u;.
L’estimateur de Hansen-Hurvitz du total Y vaut

= Tri(5) nr ]

On estime 6 = f(Y) par éWR = f(Y/WR)

L'échantillon (X1,...,X,,) est i.i.d. (Sarndal et al., 1992).
On peut appliquer la méthode du bootstrap des UP (Rao et Wu, 1988) en
rééchantillonnant de facon i.i.d dans {Xl, ooy X, b

B

2
On estime V(6) par vpoor(f) = —— Z (9*b = Zé*c> . On capte

c=1
la variance associée a I'ensemble des degres de tirage.



Tirage sans remise des UP

L'échantillon Sf est obtenu par tirage sans remise dans Uy, avec 7y; la
probabilité d'inclusion de u; dans S7.
L’estimateur de Horvitz-Thompson du total Y vaut

A~

A Y. A
Yr = Z —1 avec Y; un estimateur SB de Y. (2)
uiGSﬁ i

Idée : si la méthode de tirage dans U; est proche d'un tirage multinomial,
la méthode du Bootstrap des UP devrait &tre encore valide pour estimer la
variance de 0r = f(YR).

Avantage : méthode trés simple. On a seulement besoin de bootstrapper les
estimateurs Y; par UP. Pas besoin d’estimateurs de variance dan
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Principal résultat

Sous des hypothéses raisonnables

ny
+ nr— 00, —— — 0etm — 00,

VN
+ SE est sélectionné par tirage réjectif (Hajek, 1964),

+ f homogéne de degré «, différentiable sur R? avec des dérivées
partielles bornées et f'(N~1Y) # 0,

alors il existe un couplage entre ST et SWE tel que :

VOr) 1, (3)
V(QWR)

V*(Aé}k%) —pr 1

V0%, 1)
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Etude par simulations

Etude par simulations
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Population simulée

Nous générons une population contenant N; = 2,000 UP, de facon a ce
que le CV des tailles d'UP soit égal a 0.06. Dans chaque population, nous
générons pour chaque US k € w; :

yik = Atovui+{p (1—p)}"0 (a e +m), (5)
yor = A+ovi+{p11—p)}%% (a e + 1), (6)
ol v;, €k, M ~ N(0,1). Les paramétres )\, o, p et « sont choisis de facon a
obtenir
@ un coefficient de corrélation intra-grappes approximativement égal a
0.1, 0.2 ou 0.3,
@ un coefficient de corrélation entre y; et yo approximativement égal a
0.60.
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Etude par simulations

Plan de sondage et paramétres d’intérét

Dans chaque population, nous sélectionnons B = 1,000 échantillons selon
un plan a deux degrés autopondéré, avec :

@ un tirage réjectif au premier degré avec 0.01 < f;r < 0.25,
@ un tirage systématique de taille ng = 5 ou 20 au second degré.
On estime la variance des estimateurs par substitution des paramétres
R = Hu
Hy2

— Y ower Wik — ty1) (Y2r — Hy2)
V2o ker Wik — ty1)* V> per Wak — py2)?

en utilisant le tirage avec remise des UP. La vraie variance est approximée
en utilisant en utilisant un tirage indépendant de C' = 20,000 échantillons.
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Echantillon de taille ng = 5 au second degré

p=0.1 p=0.2 p=0.3

RB L+U | RB L+U| RB L+U

Total fr=1% 0.02 93.1 |0.02 929 | 0.01 938
fr=25% |F0.01 942 [0.01 93.7 | 0.01 947

fr=>5% 0.01 947 |0.02 957 | 0.02 95.7

fr=10% 0.04 9048 |0.04 944 | 0.04 955

@ER5% 008 960 @W® °54  @ED 96.0

Ratio fr=1% 0.03 935 |0.00 93.5 | 0.02 932
fr=25% [F0.01 932 [0.01 945 | 0.02 942

fr=5% 0.02 95.6 |0.00 939 | 0.00 958

fr=10% 0.02 948 |0.01 952 | 0.00 953

fr=25% 0.02 957 [0.04 946 | 0.02 0944

Coef. fr=1% -0.03 92.8 [0.00 92.0 | 0.01 93.4
of fr=25% | 001 934 |0.02 936 | 0.04 925
correlation  fr = 5% 0.01 93.7 |0.01 93.7 |-0.03 941
fr=10% 0.01 959 |0.01 949 | 0.03 94.7

fr =25% 0.03 957 @B 0955 | 0.04 953
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Echantillon de taille ng = 20 au second degré

p=0.1 p=0.2 p=0.3

RB L+U| RB L+U | RB L+U

Total fr=1% -0.01 94.3 | 0.00 939 | 0.01 944
fr=25% | 0:02 945 | 0.04 0957 | 0.04 94.1

fr=>5% 0.03 953 | 006 0954 | 006 @&

fr=10% 00 958 OO 93 @ 9.1

@(ER25% @23 %7 @25 970 @@9 9%67

Ratio fr=1% -0.01 93.0 |-0.01 93.6 | 0.01 939
fr=25% | 0.03 938 | 0.02 948 | 001 936

fr=5% 0.01 946 | 0.03 944 | 0.02 09538

fr=10% 0.04 955 | 0.03 951 |0.04 0946

@GERH s 58 @ES %9 @9 %60

Coef. fr=1% 0.00 95.1 | 0.00 93.7 [-0.02 933
of fr=25% | 002 943 |0.02 947 | 001 942
correlation  f;r = 5% 0.01 95.1 | 0.04 932 |0.03 9438
fr=10% 006 94.1 | @07 955 |0.056 9538

. OEE @& '3 @G %53 @ %6
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Perspectives

Hypothéses principales :

nr
+ ny—o00, — — 0etm — o0,

VN

Condition forte sur ny : grande et fortement négligeable devant N;. A affaiblir

en % — 0 comme dans le cas de probabilités égales (Chauvet, 2014).
I



Perspectives

Hypothéses principales :

+ SE est sélectionné par tirage réjectif (Hajek, 1964),

Plans proches du plan réjectif ? Méthode de Hanurav-Vijayan (programmée
par défaut dans SAS)?



Perspectives

Hypothéses principales :

+ f homogéne de degré «, différentiable sur R? avec des dérivées
partielles bornées et f/(N~1Y) # 0,

Restreindre a un voisinage de ji,, mais nécessaire de bien contréler Yz — Y.
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