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Introduction

Les enquétes économiques différent a plusieurs égards des enquétes sociales. L'une des différences
tient au fait que la base de sondage des firmes contient surtout des variables fortement asymétriques,
tandis que celle utilisée pour les enquétes sociales est beaucoup plus homogéne. Habituellement, le
sondage des firmes est effectué en transformant les structures opérationnelles en unités normalisées
appelées unités statistiques, qui sont ordinairement représentées sous forme d'une hiérarchie ou
d'une série de niveaux permettant lintégration subséquente des divers éléments de données
disponibles aux divers niveaux de l'organisation. Le nombre de niveaux que compte la hiérarchie
differe selon l'organisme statistique. Par exemple, le Registre des entreprises du Canada comprend
quatre niveaux : I'entreprise, la compagnie, I'établissement et 'emplacement. Dans la plupart des cas,
I'entreprise statistique correspond a l'entité juridique. L'établissement statistique équivaut, dans la
plupart des cas, a un centre de profit et fournit des données sur la valeur de la production, et sur le
colt des intrants et de la main-d’ceuvre. Cela donne suffisamment de données pour calculer la valeur
ajoutée (bénéfices, traitements et salaires). Dans le présent article, nous ne prenons en considération
gue ces deux niveaux (c.-a-d. entreprise et établissement), en nous fondant sur leurs définitions
canadiennes. Pour plus de renseignements, le lecteur pourra consulter [9].

Pour le tirage de I'échantillon, la stratification est souvent effectuée au niveau de I'établissement. Cela
permet de contrler la représentativité géographique (p.ex., en stratifiant par province), la
représentativité industrielle (p. ex., en stratifiant par activité industrielle) et la représentativité de taille
(p. ex. en stratifiant par catégorie de revenu ou par nombre d’employés). Le contrble de ces types de
représentativité est impossible si la stratification est effectuée au niveau de I'entreprise. Cependant,
outre les statistiques au niveau de [I'établissement, il est souvent nécessaire de produire des
statistiques au niveau de l'entreprise. Par conséquent, pour réaliser ces deux objectifs, nous
sélectionnons un échantillon au niveau de I'établissement, puis nous I'étendons a I'ensemble des
établissements appartenant aux entreprises propriétaires de ceux sélectionnés au départ. Soulignons
gue la sélection des entreprises par la voie de la sélection des établissements peut étre associée a la
sélection de grappes par la voie de leurs composantes. Cela permet de produire des estimations au
niveau de I'établissement ainsi que de I'entreprise, et de réduire dans une certaine mesure les colts
de collecte en sélectionnant des groupes d’établissements, plutét qu'un ensemble d’'établissements
non reliés.

Une fagon d'envisager la production d’estimations au niveau de l'entreprise en se servant d’un
échantillon d’'établissements consiste a visualiser séparément la base de sondage et la population
cible. La premiére est un ensemble d'établissements, tandis que la seconde est un ensemble
d’entreprises correspondant a des groupes d’'établissements. Lorsque la base de sondage ne coincide
pas avec la population cible, mais qu’elle est quand méme reliée a cette derniére, nous nous trouvons
dans une situation de sondage indirect (voir [4] et [5]). Plus formellement, nous souhaitons produire
une estimation pour une population cible U®, mais nous ne disposons que d'une base de sondage
U*, qui est reliée d’une certaine fagcon & U® . Nous tirons alors un échantillon s* de U* pour produire
une estimation pour U® en utilisant les liens existants entre les deux populations. Afin de produire des
estimations sans biais des quantités d’intérét (p. ex., totaux ou moyennes) pour la population cible U®
en utilisant s*, nous obtenons des poids d’estimation par la méthode généralisée du partage des
poids (MGPP).



Quoique la théorie de la MGPP soit bien développée (voir [4] et [5]), son application aux enquétes
économiques pose certaines difficultés. En effet, bien qu’elle produise des estimations sans biais, la
MGPP a tendance a donner lieu a de fortes variances. Ce manque de précision est di a 'asymétrie
de la population, un petit nombre d’établissements couvrant la majeure partie de I'économie.

Le but du présent article est de proposer certaines corrections des poids d'estimation en vue de
réduire la variance des estimations dans le contexte des populations asymétriques, tout en préservant
'absence de biais de la méthode. Apreés un bref apercu du sondage indirect et de la MGPP, nous
décrirons les corrections qu'il est proposé d’'apporter a cette derniere. Nous comparerons ensuite les
estimations produites moyennant ces corrections a celles obtenues en appliquant la MGPP originale
en nous servant d’'un petit exemple numérique et de données réelles provenant du Registre des
entreprises de Statistique Canada.

1. Le sondage indirect et la MGPP

A la présente section, nous donnons un apercu du sondage indirect et de la MGPP. Le sondage
indirect a été élaboré pour tout type de plan de sondage, mais nous nous concentrerons ici sur le
sondage aléatoire simple sans remise (SASSR) puisque ce plan de sondage est celui utilisé le plus
souvent pour les enquétes économiques.

Soit la population U* de M* établissements stratifiée en H strates, ol la strate h contient M2
établissements. Dans chaque strate h, nous tirons un échantillon s/ de m/ établissements par

SASSR. Soit s* =(J"

h=1

A
Sh

et m* :Z:ﬂmﬁ. La population cible U® contient N® entreprises, ol
I'entreprise i contient les M? établissements de U”. Cette population peut alors étre considérée
comme une population de M® établissements, ou chaque établissement k appartient a une entreprise
. B _ NB B

i, avec M® =% " M?.

Nous souhaitons produire une estimation pour la population cible U® en utilisant la base de sondage
U*, ainsi que les liens qui existent entre les deux populations. Les liens entre la population U* et la
population U® sont identifiés par la variable indicatrice |;;, ou |,;=1 s'il existe un lien entre

I'établissement jOuU”* et I'entreprise iJU®, et 0 autrement. Ici, |;;=1 si 'établissementj de U*
appartient a I'entreprise i de U®, et 0 autrement. Comme chaque établissement ne peut appartenir
gu’a une seule entreprise, les liens entre U* et U® sont de type plusieurs a un, ou un a un

B A
Y=1, Iﬁ‘.B:ZTLle,i =M?, pour tous les

. . ey z A _
(surjectivité). Par conséquent, nous avons L —Zizl N

établissements jOy* et pour toutes les entreprises i OU°® .

Conformément a la méthode de sondage indirecte, pour chaque établissement j sélectionné danss”,
nous identifions I'entreprise correspondante i de U®. Pour chaque entreprisei identifiée, nous
supposons que nous pouvons dresser la liste U? des M? établissements de cette entreprise. Nous

réalisons ensuite 'enquéte auprés de chacun des M? établissements de cette entreprise. A la fin,

B
nous obtenons un échantillon s® de n® entreprises, et cet échantillon contient m® :Zi":lMiB
établissements.

Pour chacun des établissements k des entreprises i Os®, nous mesurons une variable d'intérét y, .

Nous voulons alors estimer le total Y :zi'ilz:":lyik :ZiN:lYi pour la population cible U®. Selon la

MGPP, pour estimer le total Y, nous utilisons I'estimateur
~ n®

Y =) wy,

i=1 (1)

ot n® est le nombre d’entreprises sondées. Les poids produits par la MGPP sont donnés par



217{_? (2)

ou tjA =1si jOs*, 0 autrement, et ﬂJA est la probabilité de sélection de I'établissement j. Dans le cas

gui nous occupe, NOUS avons nf =m} /M pour jOh. Il convient de souligner qu’en général, les

poids (2) ne correspondent pas aux probabilités de sélection 77° des entreprises i. En utilisant (2),
nous pouvons récrire I'estimateur (1) sous la forme

~ t
Y= Z;,ZZJ )
i=1 7T
ou
NB Y
Z= Z;LBlj,. (4)

Etant donné la correspondance surjective entre U* et U® , nous avons
18t
wo=—y 5
Niv) - (5)

En outre, la variable Z; de (4) peut s’écrire Z,=Y; /MiB =Y,

, pour jOi, ce qui est la moyenne des

M? établissements appartenant a I'entreprise i. Nous obtenons donc

v=3 M zhzhj ©6)

h=1 mh j=1

ot Z,=Y, /M =Y, , pour jOi.

On peut prouver que l'estimateur (1), et par conséquent (3) et (6), est sans biais pour Y (voir [4] et [5]).

Notons que l'estimateur Y est en fait simplement un estimateur de Horvitz-Thompson ou la variable
d'intérét est la variable Z,;. Dans le cas du SASSR stratifié, sa variance est donnée par

|\/|A 2
Var(Y) = ZM —h__n Sz,h (7)
mh
1 Mi 2 _ 1 Mi
ou S, = v 12;(th -7,) etZ, = o z;zhj
h J= h 1=

La variance Var(\?) peut étre estimée en se servant de I'estimateur classique pour le SASSR stratifié,

ou au moyen d’autres estimateurs de la variance proposés dans la littérature scientifique, tels que les
estimateurs par le jackknife et le bootstrap. Voir [11] ou [8].

1.1.  Utilisation de liens pondérés

La variable indicatrice |;; indique simplement s’il existe ou non un lien entre I'établissement | et
I'entreprise i provenant des populations U” et U®, respectivement. Il est cependant possible de
remplacer la variable indicatrice |;; par une variable quantitative g représentant I'importance que
nous voulons accorder au lien |;;. Autrement dit, la généralisation de la variable indicatrice | définie
sur {0,1} au moyen d’une variable quantitative @ définie sur [0,+[, I'ensemble de nombres réels non
négatifs, ne pose aucun probleme. Ici, une valeur de g, =0 equivaut a un lien |;; =0. La théorie

articulée sur la MGPP demeure valide. Par exemple, I'estimateur résultant demeure sans biais.
Comme nous le verrons plus loin, choisir les valeurs appropriées pour les liens ponderés §,; sera le

fondement des méthodes visant a réduire la variance des estimations obtenues en appliquant la
MGPP.



Soit 91, =616 ou & = ZMAH.. . Partant de (2), nous définissons

j=1 0

=0, (8)

Y = m—;Zzﬁj (9)
ou

-Lg, (10)

pour jOh. Etant donné la correspondance surjective entre U” et U®, la variable ij dans (10) est
une portion pondérée du total Y, des M? établissements appartenant a I'entreprise i. La variance de

’ H 6 .
(9) s’obtient en remplacant Z; par Z; dans (7) :

7 A M:_m: 2
Var(Y,) =Y M| ———" |SZ, (11)
h=1 mh
e

N _ 1 6 _50\? So_ 1 M'? 6
ou S, =y _12(2hj -2?7) et Z -—MAZZhj .
h i=1 hoj=l

1.2.  Utilisation de liens pondérés optimaux

La MGPP offre une solution simple pour obtenir un poids d’estimation w, pour chaque entreprise i

sondée. Cependant, I'estimateur Y donné par (1) ou (3) résultant de I'application par défaut de la
MGPP n’est pas toujours celui possédant la variance la plus faible. Il est possible de I'améliorer en
déterminant les poids optimaux pour les liens §,;. Ce probleme a été résolu par Deville et Lavallee

(voir [2]).

Dans [2], Deville et Lavallée ont obtenu un estimateur dont la variance est inférieure ou égale a celle
de l'estimateur original Y . Comme nous I'avons mentionné plus haut, I'estimateur Y, donné par (9)

produit encore des estimations sans biais. Or, la variance (11) de cet estimateur dépend des liens
pondérés g ;. Le probléme consiste alors a trouver au moins un jeu de valeurs ¢, tel que la variance

de l'estimateur \fe soit minimale. Autrement dit, pour les g, qui sont plus grands que zéro, nous

voulons trouver les valeurs que ces ¢,; devraient avoir pour obtenir I'estimateur Y le plus précis

possible. La solution de ce probléeme s’obtient en minimisant la variance (11) par rapport aux liens

pondérés &, ce qui est un probleme relativement standard et simple a résoudre. Cependant, la

solution n’est pas simple a écrire, et elle dépend souvent de la variable d’intérét y.

Si les liens pondérés optimaux Hj‘ff" dépendent de la variable d'intérét y, les poids w’ dépendront

également de y. Cela signifie qu'un jeu différent de poids devra étre calculé pour chaque variable
d’intérét. Pour contourner ce probléeme, Deville et Lavallée ont défini une optimalité faible, qui
correspond a la minimisation de la variance (11) pour un choix trés précis d’'une variable d’intérét :
Y, =1 pour une entreprise i de U® et Y, =0 pour toutes les autres entreprises i’ de UB (i"#1). Les

liens pondérés faiblement optimaux résultants ne font pas intervenir, & proprement parler, la variable y
et ils s’avérent relativement faciles a calculer, c’est-a-dire qu’ils peuvent étre obtenus sous forme
d’une solution explicite, sans que des calculs numériques soient nécessaires. En outre, si certaines
conditions énoncées par Deville et Lavallée dans [2] sont satisfaites, I'optimalité faible correspond a

une optimalité forte indépendante de y. Autrement dit, les liens pondérés 6’;;"‘” obtenus par optimalité

faible correspondent aux liens pondérés optimaux Hj‘ff" obtenus en minimisant (11), et ils ne



dépendent pas de la variable d'intéréty. Malheureusement, ces conditions sont rarement satisfaites
en pratique, méme pour des plans de sondage simples tels que le SASSR.

Sous SASSR sans stratification, on peut montrer que les liens pondérés faiblement optimaux sont
donnés par 9;?‘“ =J/MiB pour I'établissement jOU” appartenant & I'entreprise i JU®, et O sinon.

Cette solution va dans le sens de celle conjecturée par Kalton et Brick dans [3]. lls ont obtenu ce
résultat en se fondant sur la situation simplifié¢e ot M"*=2 et avec s* sélectionné par sondage

équiprobabiliste. Dans leurs conclusions, ils suggéraient d’utiliser les valeurs optimales 6’}]’” =1 quand
g,>0,et 6]",‘” =0 quand g, =0. Lavallée (dans [4]), et Lavallée et Caron (dans [6]) ont obtenu des
résultats allant dans le méme sens en utilisant des simulations. Comme nous I'avons mentionné plus
haut, malheureusement, les poids faiblement optimaux 67;[""‘ :]/MiB ne correspondent pas aux poids
fortement optimaux indépendants de y.

2. Le probléme des populations asymétriques

Comme il est mentionné dans l'introduction, I'application de la MGPP aux enquétes économiques peut
produire des estimations dont la variance est importante. Ce manque de précision est di a I'asymétrie
de la population. Nous proposons d'illustrer le probléme a l'aide d’'un petit exemple donné a la
figure 1.

Nous voulons étudier le revenu y de la population U® de la figure 1 contenant N® =3 entreprises, ou
I'entreprise 1 contient M] =4 établissements, I'entreprise 2 contient M =4 établissements, et
I'entreprise 3, MZ =3 établissements. Comme on peut le voir, le revenu y des M® =11
établissements peut étre considéré comme une population asymétrique.

Pour I'enquéte, nous construisons une base de sondage U” contenant les M* =11 établissements et
nous décidons de répartir les établissements en trois strates de taille, a savoir la strate h=1 contenant
les établissements pour lesquels y = 750, la strate h=2 contenant ceux pour lesquels 100 <y <750

et la strate h=3 contenant ceux pour lesquels y <100 ! Dans la strate h=1, nous utilisons une fraction
de sondage de 1 (c.-a-d. f,=m?/M} =1); pour h=2, la taille d'échantillon est de 1 (c.-a-d.
f, =m2 /M2 =1/3), et pour h=3, la taille d’échantillon est de 2 (c.-a-d. f, =m2/M} =2/6 =1/3).

UA UB

h=1
n=2

600
h=2
n=1
800
300

50
50

300
h=3

n.=

100
50 67

50

Figure 1. Petit exemple

! En pratique, une telle stratification est impossible puisque la variable de stratification y est la méme que

la variable d'intérét. Nous pourrions alors utiliser une variable de taille x fortement corrélée a la variable
d'intéréty.



Il existe 1x3x15 =45 échantillons possibles s* qui peuvent étre tirés de U” afin de produire une
estimation du vrai total Y =3 800 . Pour chacun de ces 45 échantillons, nous calculons Y en utilisant
(1), ou (3). Les résultats sont présentés en annexe.

Nous calculons aussi les estimations de Y en supposant que I'on utilise un SASSR stratifié sans
sondage indirect. Autrement dit, dans chaque strate h, nous sélectionnons un échantillon s’ de
m/ établissements par SASSR et nous mesurons la variable d'intérét y, uniquement pour les
établissements ik de U® directement liés aux établissements échantillonnés j de U*. En d’autres
termes, nous mesurons la variable d’intérét y; pour les établissements échantillonnés j de ur. A

l'opposé du sondage indirect, nous ne mesurons pas les variables d'intérét pour les autres
établissements des entreprises contenant les établissements échantillonnés au départ. Cela
correspond a la théorie classique de I'échantillonnage. Donc, nous avons estimé Y en utilisant

N H MA m{f
Y classique: z_hAthJ (12)
h=1 My j=1
On peut prouver que I'estimateur (12) est sans biais et que sa variance est donnée par
7 A M: _mr? 2
Var(Yclassique) = ZMh - A Sy,h (13)
h=1 mh
Mf o _ Mg
ol S, :MA— (yhj —Yh) etY, = —Athj . Les résultats sont présentés en annexe.
h ~ =l h =1

L'examen du tableau en annexe montre que les estimations produites par sondage indirect varient
assez bien d’'un échantillon a I'autre. Sans sondage indirect (c.-a-d. en utilisant I'approche classique),
la variabilité est beaucoup plus faible. Ce résultat peut étre observé directement d’'aprés les variances

de Y et, En utilisant les formules (7) et (13), nous obtenons la variance V(\?c,assique) =80 480,

classique *

tandis que V(Y)=1115111!

A la section suivante, nous présentons les méthodes en vue de réduire la variabilité des estimations
produites sous sondage indirect.

3. Méthodes proposées

Les méthodes proposées ici pour réduire la variance des estimations sont fondées principalement sur
'emploi de liens pondérés pour le calcul des estimations de Y sous sondage indirect. Nous
utiliserons par conséquent l'estimateur (9) plutdt que I'estimateur (3). Un premier ensemble de
meéthodes est fondé sur I'emploi des liens pondérés ;; qui sont proportionnels a une certaine mesure

de taille des établissements. Le deuxieme ensemble de méthodes correspond a [l'utilisation des
solutions optimales obtenues a la section 2.2, sous diverses hypotheéses. Finalement, le dernier
ensemble de méthodes correspond a I'utilisation des probabilités de sélection exactes plutdt que les
poids d’estimation obtenus par la MGPP, sous deux scénarios d'échantillonnage.

3.1. Méthodes fondées sur I'emploi de liens pondérés

Méthode 1: 6, proportionnela 7'
Nous proposons d'abord de réduire la variance (11) en prenant §,; proportionnel a nJA Formellement,
cela peut s’écrire HJ”, = 77]-A|J-J . Dans les enquétes économiques, comme la stratification est
habituellement effectuée selon la taille (en s’appuyant sur une certaine mesure de taille), prendre 6,



proportionnel a ﬂJA revient a attribuer des poids élevés aux liens des grands établissements et des

poids faibles a ceux des petits établissements, ce qui est une approche naturelle.

- A B
Selon cette méthode, nous avons 87 =87 /8™ =\, /Z?A_ln.’*l.. . Etant donné la correspondance

surjective entre U” et U®, nous obtenons 67]”, = /6?’"3 ﬂAIJ,/Z . Donc, partant de (8), nous

avons

PR
WJ” = ’\JA—‘::H . (14)
2
En utilisant (14), nous pouvons récrire I'estimateur (9) sous la forme

Z zh:z (15)

th
ou

m ﬂ.JAYl
zr= 7 (16)

M2
2L
pour jOh et jOi. Il convient de souligner que si tous les établissements j d’une entreprise donnée

appartiennent a la méme strate h, nous avons 67JI =1/MP?, et 'estimateur (15) est alors équivalent a
I'estimateur (1), et (3).

Pour calculer la variance de \?,,, nous utilisons la formule (11) avec les valeurs (16). Pour I'exemple de
la section 2, nous obtenons V(\f,,):439111, valeur qui représente une réduction importante
comparativement a V(\f):1115 111, mais qui est encore relativement éloignée de
V(Y gssque) = 80 480

Méthode 2 : ¢, proportionnel a une mesure de taille  x,

Nous proposons de réduire la variance (11) en prenant g, proportionnel a une mesure de taille x
corrélée a la variable d'intéréty. Nous supposons que la variable X; est disponible pour tous les
établissements jOU”. Cette variable pourrait étre utilisée, par exemple, pour stratifier la base de
sondage U” selon la taille. Comme dans la méthode 1, prendre & =xl,;, peut étre considéré
comme attribuer des poids élevés aux liens des grands établissements et des poids faibles a ceux des
petits, ce qui de nouveau est une approche naturelle. Selon cette méthode, nous avons

g =0./6°=x1, /3" x|,

En raison de la correspondance surjective entre U” et U®, nous avons

9. =6 st = lejyi/zj X; =x;l;;/X; . Par conséquent, partant de (8), nous obtenons

w2 x
. 17
i 0
En utilisant (17), nous pouvons récrire (9) sous Ia forme
Zz . (18)
h=1 h j=1

ou



X Yi
Zi= 0% (19)

pour jOh et jOi. Il convient de souligner que, si tous les établissements j d’'une entreprise donnée

appartiennent a la méme strate h, nous avons de nouveau 9“j =1/ MiB, et I'estimateur (18) est alors
équivalent a I'estimateur (1), et (3).

Pour calculer la variance de \?x , hous utilisons la formule (11) avec les valeurs (19). Pour I'exemple de
la section 2, nous obtenons V(\?X):686 540, valeur qui représente de nouveau une réduction
importante comparativement a V(\f):1115 111, mais qui est encore relativement éloignée de
V(Y gassiue) = 80 480.

Méthode 3 : ¢, proportionnel a la variable d'intérét vy,

La troisieme méthode proposee consiste a reduire la variance (11) en prenant ¢,; proportionnel a la
variable d'intérét y mesurée pour I'établissement j appartenant a I'entreprise i. Manifestement, prendre
@, =vy,l;, attribue des poids élevés aux liens des grands établissements et des poids faibles a ceux
des petits, ce qui de nouveau est une approche naturelle. Comme vy, est inconnue au déebut de
I'enquéte, cette méthode pourrait paraitre impossible & appliquer puisque &/, dépend de vy, . Or,
puisque la correspondance entre U* et U® est surjective, chaque quantité entrant dans ij, est

mesurée selon le processus de sondage indirect. Par conséquent, la méthode est applicable en
pratique.

Selon cette méthode, nous avons 67Jy| =8 /Hin =yl /Z'jw:ilyj =yl 1Y, . Les poids w) sont donnés

directement par (17) en remplagant x par y. L'estimateur \?y donné par (9) se réduit a
v =3 M 3 20
y _;m_:;yhj , (20)
ce qui n'est autre que I'estimateur (12) découlant de la théorie classique de I'échantillonnage.

Pour calculer la variance de (20), nous employons simplement la formule (13). Naturellement, pour
'exemple de la section 2, nous obtenons V(Y,)=V(Y, )=80480, ce qui représente une

lassique

réduction trés importante comparativement a V(\f) =1115111.

3.2. Méthodes utilisant des liens pondéreés faiblement op timaux

Méthode 4 : Utilisation de liens pondéreés faiblemen  toptimaux ¢;°**° sous
SASSR stratifié

Cette méthode consiste a utiliser les liens pondérés faiblement optimaux ij,i"’pt'SAs de Deville et

Lavallée décrits a la section 2.2. Comme nous I'avons mentionné plus haut, ceux-ci sont obtenus en
minimisant la variance (11) pour un choix tres précis de la variable d'intérét, a savoir Y; =1 pour une

entreprise i de U® et Y, =0 pour toutes les autres entreprises i’ de u® (i"#1i). Les liens pondérés
faiblement optimaux résultants ne font pas intervenir la variable y & proprement parler. Ecrire les
valeurs de ij,i"’pt'SAs comprend des expressions qui peuvent étre exprimées relativement facilement en



notation matricielle. En utilisant des sommations, les expressions deviennent beaucoup plus
compliquées, principalement parce qu’elles font intervenir un mélange de probabilités de sélection

conjointes ﬂf des établissements j et j' qui peuvent appartenir ou non a la méme strate.

Définissons la matrice carrée A" =[Af | de taille M* ou A} = () —71'm) | 7' 7. Soit T =[ 7\, |
linverse de la matrice A*, c.-a-d. (A*)™*=T*. Soit ' =[y,, | la sous-matrice carrée de I

contenant tous les éléments (établissements) (j,j') appartenant a I'entreprise i. En suivant [2], nous

Af -opt,SAS  _ M? MP? MP .. . .
obtenons &/; =1, 2 Vi | 2 2w Yy - Malheureusement, ici, la correspondance surjective

entre U* et U® n'aide pas & obtenir une forme plus simple de &/7%% .

Nous avons
f SAS _ f ,SAS
Z T g (21)
En utilisant (21), nous pouvons récrire Iestlmateur (9) sous la forme
MA I‘T'I
Yt —optsas _Z f joPAS (22)
h i=1
ou
Zf —-opt,SAS _ ZY ef opt,SAS (23)
i

pour jOh et jOi.

Pour calculer la variance de Y, s, Nous utilisons la formule (11) avec les valeurs (23). Pour
'exemple de la section 2, nous obtenons V(Y_y, sas) =23 111, ce qui correspond & une réduction

énorme de la variance comparativement a V(Y) 1115111, ainsi que V(Y )=80480.

classique

Méthode 5 : Utilisation de liens pondérés faiblemen  t optimaux &;°**" sous
sondage de Poisson

Dans le contexte des enquétes économiques, le sondage de Poisson consiste a tirer I'échantillon s*
en passant un a unles M* établissements de la population U* et en sélectionnant I'établissement j si
u, <72, ol u; JU(01). Les probabilités de sélection sont simplement données par 7% =my /M
pour jh. Dans ce contexte, ce plan de sondage peut également étre considéré comme un sondage
de Bernoulli stratifié (voir [8]).

Le sondage de Poisson (ou le sondage de Bernoulli stratifi€) est un plan de sondage trés simple.
Comme on peut le constater, la sélection de chaque établissement de s* est faite indépendamment

d'un établissement & l'autre. Cela signifie que la probabilité de sélection conjointe nf de deux

établissements différents j et j' de U” est donnée simplement par nﬁ nfnJA Bien que les tailles

d’échantillon de strate réalisées m” soient aléatoires, en conditionnant sur ces m/, on peut montrer

que le sondage de Bernoulli stratifié correspond au SASSR stratifié. Etant donné la proximité relative
de ces deux plans, supposer que I'on procede a un sondage de Poisson peut étre une approche

raisonnable pour calculer les liens pondérés faiblement optimaux 6?J.f'i'°pt’sp .

éf -opt,SAS
ji

Les liens pondérés faiblement optimaux Gf,i'“p"sp s'obtiennent en calculant comme dans la

méthode 4, mais en supposant que cette sélection d’échantillon est faite sous sondage de Poisson.



Cette hypothése permet de simplifier considérablement les calculs parce que la matrice A* devient
alors une matrice diagonale, facile a inverser. Notons que, sous sondage de Poisson, la variance de
(9) est donnée par

_m: v, A%

Varg, (Y°) = z[ ]Z(zm) , (24)
h i=1

forme qui ressemble a la variance (11).

En raison de la correspondance surjective entre U* et U® , aprés le processus de minimisation, nous
obtenons

- Al
Hfi—opt,SP - Jo (25)
" 1- ﬂjA)Ti
N M 77A
ou T ‘Z, . nA) Par conséquent, partant de (8), nous obtenons
1t
R L. 26
l T Jzz‘ll(l_nf) (20)
En utilisant (26), nous pouvons récrire (9) sous la forme
MA mh .
f -opt,SP _z sz PSP (27)
h j=1
ou
oy
Zf.—OpI,SF’ = ] i 28
hj (1_]7?) I_i ( )

pour jOh et jOi. Notons que les résultats précédents reposent sur I'hypothése que 0 < nJA <1 pour

tous les établissements j de U*. Pour le cas ol nJA =1 pour un établissement donné j,, nous prenons

G or" =1, et 6™ =0 pour j'# j,. Pour calculer la variance de Y,

t-opsp » NOUS Utilisons la

formule (11) avec les valeurs (28).

Pour I'exemple de la section 2, nous obtenonsV(\?f_Opt'SP ) =22 857 . De nouveau, ceci correspond a
une réduction énorme de la variance comparativement a V(\f) =1115111, ainsi que
V(Yclassique) = 80 480 .

Méthode 6 : Utilisation de liens pondérés faiblemen  toptimaux ;" sous
sondage poissonnien de groupes d’établissements

Cette méthode consiste de nouveau a utiliser les liens pondérés faiblement optimaux de Deville et
Lavallée décrits a la section 2.2, mais pour des groupes d'établissements. Pour commencer, nous
construisons des groupes d'établissements dans la population U* ou un groupe d'établissements j *
comprend tous les établissements qui font partie de la méme strate h et qui appartiennent a la méme
entreprise i. Cela crée une nouvelle population U*" contenant M* groupes d'établissements.
L’échantillon s* de m*" groupes d'établissements contient tous les groupes d’établissements formés
au moyen des établissements de I'échantillon s*. La probabilit¢ de sélection du groupe
d’établissements j* est donnée par

= 1e m; :1_(M§—Mj*)(M,f—Mj*—1)...(M,f‘—Mj*—m,f+1) (29)
: {Mﬁ] MAMA =2)...(M2A —m” +1)

A
mh




pour j*Oh, ol M. estle nombre d'établissements dans le groupe d’établissements j*

La logique de I'utilisation de groupes d'établissements est de n’avoir qu’une seule unité appartenant a
une entreprise donnée par strate. Comme, par construction, les établissements du groupe j* d'une

entreprise i appartiennent a différentes strates, leur sélection est effectuée indépendamment d'un
groupe d’établissements a l'autre. Cela implique que la solution de I'optimalité faible est alors similaire
a celle obtenue a la section 4.5 pour le sondage de Poisson, mais avec des groupes d’établissements.
Par conséquent, nous avons

Al

é_f*-_omygrp — g _ 30
Il (1_ ﬂﬁ)fi ( )
B '** * Ve - - -
our; = ZM‘ —L—— et M?" estle nombre de groupes d'établissements contenus dans I'entreprise i.
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L'utilisation de groupes d’établissements peut étre considérée comme une étape intermédiaire dans le
processus de sondage indirect allant de la population U* a la population U®. Autrement dit, le
processus de sondage indirect va de la population U* & la population U*", puis de la population U*"
a la population U®, ce qui peut étre considéré comme un processus transitif. Ici, nous avons
jOj*0Oi pour tous les établissements. En suivant les régles de transitivité définies par Deville et

Lavallée dans [2], nous pouvons montrer que les liens pondérés faiblement optimaux HW, PLIP pour
jOj* et j*0i (etdonc, jOi) sont donnés par

gowor =T (31)
M (1—nj’i)riMj*
Par conséquent, en partant de (8), nous obtenons
] 1% 70 L
f opt,grp — J
W; - A (32)
T 2(1 W Z a3
En utilisant (32), nous pouvons récrire (9) sous la forme
MA I‘T'I
f —opt,grp _z f o (33)
h i=1
ou
Zf_—opt,grp: ﬂJA* Y_| (34)

hj (1_77;?)'\/',-* Ti*
pour jOh et j*Oh. Soulignons que les résultats qui précédent reposent sur I'hypothése que
0< nf <1 pour tous les groupes d’établissements j* de U”*". Pour le cas ol nf =1 pour un groupe
d'établissements donné j;, nous prenons Q.fyi"’p"g'p =1l;; /M. pour tous les établissements | de ce
groupe d’établissements j,, et Q.fyi"’pt'g'p =0 pour tous les autres établissements ne faisant pas partie
du groupe d'établissements j,. Nous avons nJA =1 quand au moins un établissement j appartenant

au groupe j* a une probabilité de sélection nJA =1. Pour calculer la variance de Y,

f—opt,grp ? nous
utilisons la formule (11) avec les valeurs (34).

Pour I'exemple de la section 2, nous obtenons V(\ff_optgrp ) =23 000. De nouveau, ceci correspond a
une réduction énorme de la variance comparativement a V(\f) =1115111, ainsi que
VNclassique) = 80 480 .



3.3. Autres méthodes

Méthode 7 : Utilisation d’'un établissement désigné

Comme nous I'avons mentionné plus haut, la logique de l'utilisation de groupes d’'établissements dans
la méthode 6 est de n'avoir qu'une seule unité appartenant a une entreprise donnée par strate. Dans
le méme ordre d'idée, on peut choisir un seul établissement qui représentera I'entreprise compléte.
Autrement dit, pour chaque entreprise de U® , nous identifions un établissement de U” qui sera utilisé
pour sélectionner I'entreprise qui en est propriétaire. Un choix naturel pour I'établissement désigné est
celui ayant la plus grande valeur pour une variable donnée x. Par exemple, x peut étre le revenu de
I'établissement.

En choisissant un seul établissement désigné, nous obtenons une nouvelle base de sondage U** qui
contient le méme nombre d’'unités que la population cible U®, c.-a-d. M** =N®. Puisqu'il existe une
correspondance bijective entre I'établissement désigné et I'entreprise propriétaire, I'établissement
désigné de I'entreprise i peut également étre étiqueté en utilisant i. La nouvelle base de sondage U**
peut garder la méme définition de stratification que la base de sondage originale U* . C’est-a-dire que
si la stratification de U”* était faite par province et par catégorie d'industrie en se fondant sur les
valeurs pour les établissements, la stratification de U** serait faite selon les mémes catégories en se
fondant sur les valeurs pour les établissements désignés.

Dans la base de sondage U”*, nous sélectionnons un échantillon s** de m** établissements
désignés sous SASSR en utilisant des fractions de sondage égales aux fractions originales, c.-a-d.
7 =mM MM =mA /M2, pour iOh. Le total Y est estimé en utilisant I'estimateur qui suit,
découlant de la théorie classique :

R H A my*

Yo=Y, (35)

h=t M, =1

On peut démontrer que I'estimateur (35) est sans biais, et que sa variance est donnée par

n H MA+ _mA+
Var(Y,) =Y M;" [h—mhjsfw (36)
h=1 mh
1 N U
N 2 _ —
ou Sy, _m;(Yhi _Yh) etY, —W i:thi :

Pour I'exemple de la section 2, nous obtenons V(\ﬁ) =1820000! Avec cette méthode, comme un

établissement hérite de tous les revenus de I'entreprise, I'utilisation d'un établissement désigné est
avantageuse quand ce dernier se trouve dans une strate a tirage complet. Cependant, il arrive aussi
que l'établissement désigné se trouve dans une strate a tirage partiel, si bien que la distribution a
l'intérieur de cette strate devient encore plus asymétrique. La totalité des revenus de I'entreprise
multipliée par le poids de sondage de cette entreprise est attribuée a cette seule strate, ce qui fait
augmenter considérablement la variance.

Méthode 8 : Utilisation des probabilités de sélecti  on des entreprises

Comme il est mentionné dans [4] et [5], en utilisant le théoréme de Rao-Blackwell, une statistique
exhaustive peut étre utilisée pour améliorer un estimateur existant en produisant un nouvel estimateur
dont I'erreur quadratique moyenne est inférieure ou égale a celle de I'estimateur de départ (voir [1]).
Notons que cette forme d’amélioration a été utilisée, entre autres, dans [10] dans le contexte du
sondage par grappes adaptatif.



En partant de l'estimateur (1), ou (3), I'estimateur \fRB obtenu en utilisant le théoréme de

Rao-Blackwell est donné par
P(tA —1|s )
Z popi ke LA 37)
= | j=1
ou P(tjA =1|s®) est la probabilité d’avoir sélectionné Ietabllssementj dans U*, sachant que les n®

entreprises de s® ont été sondées. En général, cette probabilité n’est pas facile a calculer.

Etant donné la correspondance surjective entre U* et U®, P(tjA =1|s®) peut étre obtenue comme
suit: pour jOi, nous avons
P(tjA =1|s?)= P(tjA =1]i0s®)
:P(tJ.A =1i0s®)/P(i Os®)
=P(t" =1)/P(iOs")
= I P

ol 77° est la probabilitt de sélection de I'entreprise i OU®, qui correspond a la probabilité de

(38)

sélectionner n'importe lequel de ses M? établissements. L'estimateur (37) se réduit alors a
I'estimateur de Horvitz-Thompson suivant

n® Y
=y L 39
Zl] o (39)
Comme la base de sondage compléte U* est disponible pour la sélection des établissements, il est
possible de calculer les probabilités de sélection 77° , mais cela peut étre fastidieux.

Puisque I'estimateur (39) n’est autre qu'un estimateur de Horvitz-Thompson fondé sur la sélection des
entreprises, sa variance est donnée par

(L -
Var(Y,,) = ZZ - )YYi,. (40)

De nouveau, comme la base de sondage compléte U” est disponible pour la sélection des
établissements, il est possible de calculer les probabilités de sélection conjointes 7, mais celles-ci

sont habituellement plus difficiles a calculer que les probabilités 7° .

Dans I'exemple de la section 2, nous obtenons V(\fHT) =14 545, ce qui correspond a la plus petite
variance obtenues avec les méthodes proposées. Cependant, il est important de se rappeler que le
calcul des probabilités de sélection 77° peut étre difficile & effectuer, et que le calcul des probabilités

de sélection conjointes 777 est habituellement encore plus difficile, ce qui diminue de beaucoup I'attrait

de cette méthode en pratique.

4. Simulations en utilisant des données réelles

Les simulations refletent une enquéte économique type de Statistique Canada. Nous avons choisi
trois populations auprés desquelles Statistigue Canada réalise fréquemment des enquétes. Les
populations d’'établissements des industries de manufacture, du commerce de détail et de la
restauration ont été extraites du Registre des entreprises (RE). On sait que ces populations ont une
distribution asymétrique pour des variables économiques telles que le revenu, ce qui est le cas surtout
pour les deux premiéres populations. Les simulations ont été effectuées sous SASSR stratifié selon
lindustrie, la région et la catégorie de revenu. L’algorithme de Lavallée-Hidiroglou (voir [7]) a été
utilisé pour créer les catégories de revenu, déterminer la taille d’échantillon et effectuer la répartition.
Les établissements ont été répartis en quatre strates en fonction de leur taille : 01 — Tirage complet;
02 — Tirage partiel 1; 03 — Tirage partiel 2; 04 — Tirage nul. Un coefficient de variation de 5 % était visé



dans chaque strate par industrie et par région. Le tableau qui suit contient certaines statistiques sur la

population.
Tableau 2 — Populations, tailles d’échantillon et s tatistiques
Industrie N®B M A m* Revenu moyen | Variance |Asymétrie
Fabrication 96 955 100 109 2223 4 364 808 1.08x10™° 164
Commerce de 142 020 159 247 3627 2034111 3.29x10™ 133
détail
Restauration 107 358 113 425 2439 561 764 4.43*10™° 106
Total 346 333 372 781 8 289

La variable de revenu disponible dans le RE a été utilisée comme variable d'intéréty. Pour ces
simulations, puisque les valeurs de cette variable sont connues pour toutes les unités, aucune
sélection d’échantillon n’était nécessaire. Les vraies variances ont été calculées d’'aprés les données.
Il 'convient de mentionner que, pour la methode 2 (§,; proportionnel a une mesure de taille x)), le

nombre d’employés a été utilisé. Pour la méthode 8, nous avons di calculer les probabilités de
sélection de toutes les entreprises. Ces probabilités ont été déterminées en exécutant une simulation
Monte Carlo. Nous avons sélectionné un grand nombre d'échantillons d’établissements en utilisant le
plan décrit plus haut. Pour chaque échantillon, nous avons déterminé quelle entreprise finissait par
étre sélectionnée. Sur ce grand nombre de répliques, nous avons pu estimer la probabilité de
sélection de chaque entreprise sous ce plan de sondage a probabilités inégales. Une fois que ces
probabilités ont été calculées, nous avons exécuté une simulation Monte Carlo, cette fois au niveau
des entreprises en utilisant leurs probabilités de sélection respectives.

4.1. Résultats de la simulation

Pour la MGPP classique et pour toutes les méthodes présentées, nous avons calculé les estimations,
les variances et les coefficients de variation (CV). Le graphique qui suit donne les CV obtenus au
niveau national.

Graphique 1 — Coefficients de variation par méthode
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Note : « GWSM » est I'acronyme anglais de la MGPP.

Toutes les méthodes donnent une diminution de la variance, et souvent le progrés est considérable.
La seule méthode ne donnant pas de diminution significative est la méthode 7 (utilisant les
établissements désignés). Comme nous l'avons décrit plus haut, cette méthode consiste a
sélectionner un seul établissement au sein d’'une entreprise en se basant sur une variable auxiliaire et
a affecter I'entreprise compléte a cet établissement. Autrement dit, un établissement hérite de tous les
revenus de l'entreprise. Cette approche est avantageuse quand I'établissement désigné se trouve
dans une strate a tirage complet. Cependant, il arrive que I'établissement désigné se trouve dans une
strate a tirage partiel, si bien que la distribution a l'intérieur de cette strate devient encore plus
asymétrique. La totalité des revenus de I'entreprise multipliée par le poids de sondage de cette



entreprise est attribuée a cette seule strate, ce qui fait augmenter considérablement la variance.
Toutes les autres méthodes donnent des résultats prometteurs et nous les analyserons en détail.

Les graphiques qui suivent donnent le CV pour chaque strate a tirage partiel par industrie.

Graphique 2 - CV pour la fabrication par strate
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Graphique 3 - CV pour le commerce de détail par strate
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Graphique 4 - CV pour les restaurants par strate
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Note 1 : « Retail Trade » correspond au commerce de détail.
Note 2 : L’échelle du CV n’est pas la méme pour l'industrie de manufacture que pour les deux

autres industries.

Note 3 : Les CV par strate des méthodes 7 et 8 ne sont pas présentés ici parce qu'ils ne sont pas
pertinents pour la présente comparaison. En effet, la notion de strate n’est pas la méme pour ces
deux méthodes que pour les autres. La stratification définie par le plan de sondage original est
effectuée au niveau de I'établissement. Pour les méthodes 7 et 8, I'échantillonnage a été effectué
au niveau de I'entreprise et, par conséquent, une strate type pour les méthodes 1 a 6 devient un
domaine pour les méthodes 7 et 8. Evidemment, les variances associées aux méthodes 7 et 8 sont
beaucoup plus grandes, ce qui rend non pertinente toute comparaison avec les autres méthodes.

Les CV sont particulierement élevés pour la MGPP classique dans certaines strates, surtout pour
l'industrie de manufacture. Naturellement, nous nous y attendions, parce que cette derniére est celle
pour laquelle I'asymétrie de la distribution de la variable d'intérét était la plus prononcée parmi les trois
industries. En outre, dans cette industrie, nous avons des établissements dont les revenus peuvent
varier fortement au sein d’'une méme entreprise, et ces établissements peuvent étre répartis entre
plusieurs strates. En raison de ce phénoméne, la variance de la MGPP classique devient trés élevée.



Tous les graphiques montrent que I'utilisation de n’'importe laquelle des méthodes proposées donne
lieu a une réduction du CV, donc de la variance. Les CV dans les strates sont toujours (a quelques
exceptions prés) plus faibles, quelle que soit la méthode comparée a la MGPP classique représentée
par la ligne bleu foncé avec les losanges.

4.2. Comparaison des méthodes proposées

La méthode 1 donne des résultats trés prometteurs, étant donné sa simplicité. Elle produit des CV qui
comptent parmi les plus faibles observés pour I'ensemble des méthodes. Elle cible réellement la
source du probléme de la MGPP : le besoin d’une distribution inégale des poids, proportionnelle dans
une certaine mesure a la taille de la variable d’intérét. Puisque la plupart des enquétes économiques
s’appuient sur une stratification par taille, cette méthode fonctionne trés bien. Elle a également
'avantage de ne pas dépendre directement de la variable d'intérét.

La méthode 2 utilise une variable auxiliaire (ici, le nombre d’employés) pour répartir les poids. Cette
variable n'est pas bien corrélée avec la variable d'intérét, ce qui explique principalement pourquoi
cette méthode produit la réduction la plus faible de la variance. En fait, il s’agit d'une version plus
faible de la méthode 3.

La méthode 3 répartit le poids proportionnellement a la variable d'intérét y, c’est-a-dire le revenu de
I'établissement dans I'entreprise. La méthode donne de trés bons résultats aux niveaux national, ainsi
gue provincial. Le résultat est [égérement plus élevé que pour les méthodes 2, 4, 5 et 6, a cause de
'asymeétrie prononcée de la distribution du revenu. Elle a cependant I'inconvénient de dépendre de la
variable d’intérét y. Autrement dit, les poids d’estimation (17) varient d’'une variable d'intérét a l'autre.

Les méthodes 4, 5 et 6 donnent des résultats fort semblables, produisant un CV compris entre 6 % et
10 % pour le commerce de détail et les restaurants, et entre 10 % et 25 % pour l'industrie de
manufacture. La similarité des résultats s'explique par un élément commun aux trois méthodes,
c’est-a-dire essayer d'obtenir la variance la plus faible possible. Chaque fois qu'un établissement
d’'une entreprise se trouve dans une strate a tirage complet, ces méthodes concentrent toutes les
valeurs sur cet établissement et attribuent des liens nuls & tous les autres établissements de
I'entreprise. Pour minimiser la variance, il s’agit d’'un choix naturel, puisque la contribution de cette
entreprise a la variance devient nulle. Comme il est fréquent qu’un établissement d'une grande
entreprise se trouve dans une strate a tirage complet, la variance devient plus faible que pour
n'importe quelle autre méthode. Etant donné ce phénoméne, ces trois méthodes présentent le
meilleur moyen de partager les poids. Les résultats ne permettent pas de déterminer laquelle est la
meilleure. Toutefois, en théorie, nous nous attendrions a ce que la méthode 5 donne généralement de
meilleurs résultats que les deux autres.

Comme nous l'avons vu au niveau national, la méthode 7 ne donne pas de bons résultats. Nous
avons permis qu’un seul établissement désigné représente I'ensemble de I'entreprise. Les valeurs de
la variable d'intérét de tous les établissements sont totalisées au niveau de I'entreprise, puis attribuées
a cet établissement désigné. Cela revient a mettre tous ses ceufs dans le méme panier. Si I'on
examine la distribution de la variable d'intérét par strate, elle devient encore plus asymétrique, ce qui
produit une plus grande variance. Du point de vue de I'échantillonnage, une entreprise se retrouve
dans une strate unique (parce qu’elle est représentée par un seul établissement) qui pourrait étre une
strate a tirage nul. En outre, la méthode n’'est pas efficace quand il faut produire des estimations au
niveau provincial ou de l'industrie. Les estimations ne peuvent pas bénéficier de la stratification des
établissements, comme cela a lieu dans n’importe quelle autre méthode présentée ici. Ce fait
contribue également a une plus grande variance.

La méthode 8 utilise les probabilités de sélection réelles des entreprises. Elle donne d’assez bons
résultats, le CV étant de 1,9% au niveau national, mais la réduction obtenue par Ila
Rao-Blackwellisation de I'estimateur (1) n'est pas suffisante pour rivaliser avec la réduction obtenue
en utilisant I'optimalité faible (méthodes 4, 5 et 6).

5. Conclusion



La MGPP peut étre utilisée dans le contexte des enquétes économiques, mais elle produit parfois des
variances importantes, a cause de la distribution asymétrique de ce genre de populations. Afin de
réduire la variance, nous avons proposé d'autres méthodes de partage des poids. Huit méthodes ont
été décrites en détail. Une simulation a ensuite été exécutée pour comparer ces méthodes en se
servant de données réelles. Les simulations reproduisaient une enquéte économique type en utilisant
un SASSR stratifié. Toutes les méthodes proposées ont donné lieu a une amélioration de la variance.
Les simulations ont montré que les meilleures méthodes consistaient soit a partager les poids

proportionnellement aux nf (méthode 1) ou a utiliser des liens pondérés faiblement optimaux

(méthodes 4, 5 et 6). Parmi ces méthodes, nous privilégions l'utilisation de liens pondérés sous
sondage de Poisson (méthode 5). En théorie, cette méthode est proche de la méthode optimale, et
elle est également la plus simple des méthodes 4, 5 et 6, a appliquer en pratique.
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Annexe

] Estimations pour tous les échantillons possibles

Echantillon Y Aclassique
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {1,2} 6300 4000
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {1,3} 5400 4030
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {1,4} 5400 4030
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {1,5} 4700 4030
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {1,6} 4700 4030
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {2,3} 5400 3970
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {2,4} 5400 3970
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {2,5} 4700 3970
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {2,6} 4700 3970
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {3,4} 4500 4000




h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {3,5} 3800 4000
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {3,6} 3800 4000
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {4,5} 3800 4000
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {4,6} 3800 4000
h=1: {1,2}; h=2: {1}; h=3: {5,6} 3100 4000
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {1,2} 5400 4000
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {1,3} 4500 4030
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {1,4} 4500 4030
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {1,5} 3800 4030
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {1,6} 3800 4030
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {2,3} 4500 3970
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {2,4} 4500 3970
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {2,5} 3800 3970
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {2,6} 3800 3970
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {3,4} 3600 4000
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {3,5} 2900 4000
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {3,6} 2900 4000
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {4,5} 2900 4000
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {4,6} 2900 4000
h=1: {1,2}; h=2: {2}; h=3: {5,6} 2200 4000
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {1,2} 4700 3400
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {1,3} 3800 3430
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {1,4} 3800 3430
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {1,5} 3100 3430
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {1,6} 3100 3430
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {2,3} 3800 3370
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {2,4} 3800 3370
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {2,5} 3100 3370
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {2,6} 3100 3370
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {3,4} 2900 3400
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {3,5} 2200 3400
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {3,6} 2200 3400
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {4,5} 2200 3400
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {4,6} 2200 3400
h=1: {1,2}; h=2: {3}; h=3: {5,6} 1500 3400




