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Résumé

Le filtre de Hodrick-Prescott est inversé dans le cas de séries chronologiques in-
finies. Plus précisément, ce filtre est converti en un opérateur linéaire, a savoir une
moyenne mobile infinie. On montre que cette moyenne est invariante, symétrique
et normée. Cette inversion recourt a la théorie des équations différentielles dis-
cretes. La moyenne mobile obtenue permet, via les séries de Fourier, d’étudier
les propriétés asymptotiques du filtre HP, notamment 1’impact de ce filtre sur les
différentes fréquences (cycles) composant une série initiale. Cependant, pour une
série chronologique finie, le filtre HP équivaut a une moyenne mobile non in-
variante dont 1’asymétrie s’accentue au fur et a mesure que I’on s’approche des
extrémités de la série. Cette asymétrie induit des déphasages dont I’'importance est
fonction de la fréquence des différentes composantes de la série initiale. Ce qui en-
tralne des distorsions dans la série filtrée. Pour une fréquence donnée, on quantifie
ces déphasages au niveau de I’observation la plus récente, comparant la I’action
du filtre HP pour cette série finie (périodique) a son action dans le cas ou la série
(périodique) aurait été infinie.
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1 Introduction

Le filtre de Hodrick-Prescott est un filtre couramment utilisé dans 1’étude des séries
chronologiques d’origine économique. La simplicité de sa définition ainsi que celle de
sa mise en oeuvre y sont certainement pour quelque chose. Ce filtre a pour objectif de
dégager un trend d’une série donnée.

Etudier les propriétés du filtre HP peut se faire sous divers angles. L'un d’eux, via
les séries de Fourier, se propose d’analyser I’impact du filtre HP sur les différentes
fréquences composant une série initiale.

La définition traditionnelle du filtre HP — une optimisation a caractere global — le
rend peu maniable pour une étude fréquentielle. D’ol I’idée de traduire ce filtre dans
un formalisme plus adapté a cet objectif. Plus précisément, ce filtre sera transformé en
une moyenne mobile.

Dans une premicre étape, on s’intéresse aux séries infinies. Dans ce cas, cette trans-
formation peut étre réalisée par le recours a la théorie des équations différentielles dis-
cretes (difference equations). On peut en effet montrer que le filtre HP se ramene a
une équation aux différences d’ordre 4, elle-méme se ramenant, via un changement de
notation utilisant des expressions matricielles, a un systeme de quatre équations aux
différences d’ordre 1. La moyenne mobile ainsi obtenue est invariante, symétrique et
normée, ceci toujours dans le cas des séries infinies.

Une fois converti sous forme de moyenne mobile, les effets du filtre HP peuvent
étre radiographiés a I’aide du formalisme des séries de Fourier, la série initiale étant
alors décomposée selon une combinaison linéaire de fonctions périodiques. Un point
essentiel est que ces fonctions circulaires sont des vecteurs propres pour les opérateurs
linéaires, notamment le filtre HP. On peut deés lors dégager les valeurs propres de ce
filtre pour les différentes fréquences constituant une série initiale. La norme de ces
valeurs propres (éventuellement imaginaires) livre le périodogramme du filtre, outil
précieux pour étudier — au niveau fréquentiel — I’impact d’un filtre sur une série donnée.
L’angle de ces valeurs propres livre le déphasage induit par le filtre. Dans le cas d’une
série infinie, ce déphasage est évidemment nul.

Le cas d’une série finie n’admet pas une solution analytique compacte. Inverser
le filtre HP exige ici que 1’on tienne compte des contraintes que représentent les ex-
trémités de la série, ce qui débouche sur un systeme de cinq équations aux différences
distinctes, a savoir une équation aux différences d’ordre 4 additionnée de deux équa-
tions d’ordre 3 et de deux équations d’ordre 2, celles-ci exprimant les conditions aux
limites de la série initiale. Ces conditions brisent la symétrie et 1’invariance du filtre.
Résoudre un tel systeme est trop complexe. C’est pourquoi les solutions seront ap-
prochées numériquement. La solution obtenue est une moyenne mobile non invariante
et non symétrique, cette derniere caractéristique s’aggravant au fur et 2 mesure que I’on
se rapproche des extrémités de la série (on peut éventuellement prolonger la série pour
limiter les effets dus aux révisions, mais ceci n’est pas 1’objet de cette note). Cepen-
dant, ’loin’ des extrémités de la série, les moyennes obtenues sont ’proches’ de celle
établie dans le cas infini. Ces distances seront précisées.

La moyenne mobile étant non invariante dans le cas des séries finies, on s’in-
téressera tout particulierement a la moyenne appliquée a la derniere observation de
la série initiale. Cette moyenne asymétrique induit un déphasage dont 1’amplitude —
donné par I’angle des valeurs propres de cette moyenne — est fonction de la longueur
de la série et de la fréquence analysée (parmi les fréquences composants la série ini-
tiale).

On voit donc que non seulement le parametre A joue un role crucial dans le com-



portement du filtre HP, mais aussi la longueur de la série filtrée.

Pour une fréquence donnée, on tachera de mesurer les distorsions du filtre HP en
la derniere observation d’une série finie (périodique), comparant I’effet de ce filtre HP
a son effet lorsque cette méme série (périodique) est infinie.

Nous ne discuterons pas dans cette note le fait de prolonger la série pour pallier ce
probléme aux limites.

Les séries que nous — Institut National de Statistiques belge — sommes amenés a
étudier sont principalement des séries trimestrielles. C’est la raison pour laquelle le
parametre A pris en exemple dans les simulations numériques est souvent égal a 1600,
valeur usuellement recommandée en pareil cas. Les valeurs A = 100 et A ~ 15000
étant recommandées pour les séries annuelles et mensuelles respectivement. Ceci dit,
discuter la valeur de A\ n’est pas I’objet de ce document.

2 Une base vectorielle pour séries finies et infinies

2.1 DP’espace de Hilbert S.,

On se place ici dans le cas idéal ou la série comporte une infinité d’observations. Cette
série est vue comme 1’une des réalisations possibles d’un processus aléatoire, livrant
un vecteur aux composantes connues et fixées. Nous verrons — lors de calculs concrets
explicités ultérieurement dans ces notes — qu’il est avantageux de considérer les séries
chronologiques réelles comme étant un cas particulier des séries complexes.

L’ensemble S, des séries temporelles complexes infinies (ou séries chronologiques
infinies) est I’ensemble des suites ordonnées par I’ensemble d’indices Z :

XZ = ( -y 3,2, _1,%0,L1,L2,T3, - ) = I—kakGZ = |—ka ;
ol ||zg|| < coVk. Les indices k représentent souvent un compteur chronométrique.
L’ensemble S, muni de la somme et du produit extérieur suivants :
Xz+Yz =[x +uyr] VXz, Yz €Ss
Xz = [exy] VeeC,

a une structure d’espace vectoriel (S, +, -) dont les éléments Xy seront dénommés
vecteurs. L’espace vectoriel S, est muni d’un produit scalaire :

(Xz|Yz) = Y @

l=—00

ou g, est le complexe conjugué de y,. Ce produit scalaire ne converge pas forcément.
Un sous-espace vectoriel important de S, est £2, comprenant les seuls vecteurs Xz
ayant une norme finie :
o0
(XzlXz) = Y Nl = | Xz]? < oo
l=—00

Le produit scalaire de deux vecteurs de norme finie est convergent. Les séries finies,
celles dont seul un nombre fini de composantes différent de 0, appartiennent au sous-
vectoriel /2. Dorénavant, toutes les séries chronologiques envisagées dans la suite ap-
partiendront, sauf mention du contraire, au sous-vectoriel 02, Cette restriction a deux



conséquences :

(i) zx — 0 lorsque |k| — oc.
(ii) La série Xz est uniformément bornée : IM € RY : ||z || < M Vk.

Par la suite, on recourra régulierement a ces deux propriétés.

2.1.1 Opérateurs LTIO

Soit un opérateur £ agissant sur le vecteur Xz € So : £X7 = [Lrag]. Lindice k
apparaissant dans la notation £ indique que le calcul effectif de cet opérateur pourrait
dépendre de la valeur k indigant I’élément xj, de la série initiale Xz.

Définition 2.1.1. Soit la série Xz € Soo. L'opérateur £ est dit LTIO (Linear Time
Invariant Operator) s’il vérifie les conditions suivantes :

(i) Lpap = Z Dok Tpre VkEZ;

l=—o00

(1) LrtsThts = LuTrys VE,sEZ.

La condition (%) revient & considérer que les poids py.;, intervenant dans (i) vérifient
por=pe(K') VL k, k' €Z. C’est pourquoi, dans le cas d’opérateurs LTIO, la notation
de ces poids se simplifie en py., = pg. De méme, on simplifiera : £X7 = [Lxy]. On
éeriradone = Y0 peTye= L.

2.1.2 Un ensemble de vecteurs propres
Considérons les séries chronologiques particulieres (fonctions de w) :
B(Zw) = (.. eTiBw gTi2w o—iw ] piw gidw idw ) = "eika ’

<y 5 5 , € gee

ol w € R. Ces séries particulieres sont telles que :

eBY = [gelt|

= { i Pzei(kM)‘”J

l=—o0

(3 pet) o)

f=—o00

= E, B,

ou E, =317 pe’? est la valeur propre de 1’opérateur £ pour la fréquence w.
Ainsi, dans le cas discret, I’opérateur £ admet un ensemble infini de vecteurs propres
{[e**] w € R} de norme non finie.

Définition 2.1.2. On appelle périodogramme la fonction réelle ||E, ||2. Pour un série
réelle, le périodogramme est une fonction paire de w.



2.2 Discrete Fourier Transform [DFT]

La réalité socio-économique nous amene surtout a traiter des séries chronologiques
finies. Soit le sous-espace vectoriel St de So, composé des séries complexes [z |-
dont les composantes sont nulles en dehors de 1’ensemble fini d’indices k € {—T, —T4
1,...,T}. Ce sous-vectoriel St de dimension 27'+1 est en fait isomorphe a 1’espace
vectoriel C2T*H. Si X €Sy, ona:

X = (T gy &ty ey Tty B0, T, ooy &) = [T ] = [T3] 7.

Définition 2.2.1. Sur I’ensemble S, le produit scalaire de deux séries chronologiques
X et Y estune application qui a ces deux vecteurs associe un complexe comme suit :

T
(Xr|Yr) = Z TiYy,
t=—r

ou ¥y, est le complexe conjugué de y;.

Propriété 2.2.1.

T T T
(Yr|Xr) = Z YTy = Z Yy = Z 2, = (Xr|Yr).
t=—T t=—T t=—T
Propriété 2.2.2. I’ensemble des vecteurs périodiques de St
T

)

—in(T-1)« —ina ina inTa
el ),...,e , L, e e )}
n=—T

{Bg,?) }zZ_T — {\/Q;ﬁ (e=inTe,

ol a=27/(2T+1), constitue un systeme orthonormé de Sr. En effet, pour n#m,

T
(n) (m)> _ ; i(n—m)ta
BB =
< v [Br 2T+1tZTe

e—iT(n—m)a [1 _ ei(2T+1)a(n7m)}
(2T+1) [1 — eiln—m)a]
e—iT(n—m)a [1 _ ei27r(n—7rz)]
(2T+1) [1 — eiln—m)a]
= (),

tenant compte du fait que n—m € Z. Notons que les vecteurs B(; ) de ce systéme sont

périodiques en I’indice n, de période 27'+1. Pour n=m, on a :

mgm\ _ 2T+l
(B BY”) = 57 =1

Ainsi, les éléments et 1/+/27'+1 n’ont pour autre but que celui de normaliser I”ensem-
ble des vecteurs { (e "7, e~ (T e=in 1 e .. e™T); n € Z},quinesont
autres que les vecteurs propres tronqués de 1’ opérateur £, vecteurs propres obtenus dans

le cas des séries chronologiques infinies. Résumant, pour n,me[-T,T] :

(n) (m)\ _ 1 si n=m
<BT ‘BT >_ {0 si n#m.



L’ensemble des 271 vecteurs orthonormés {Bgfb); ne{-T, -, T}} constitue donc

une base de vecteurs propres de 1’espace vectoriel S; a 27+ 1 dimensions. Autrement

dit, les vecteurs X définis sur [T, —T'+1,...,T] s’écrivent :
T
Xr= Y (Xz[B{) By
n=—T
T
= Z angfl),
n=—T

ou on a posé¢ ¢, = <XT

Bg? )> . Une décomposition du vecteur X7 = [:Jckasz
dans une telle base renvoit a la théorie relative aux DFT : Discrete Fourier Transform :

T
1
Tp = —— cpe
k \/2T+1n;T

—inka

T
1
Cp — —F/—— TrLe .
" «/2T+1k;T k

Définition 2.2.2. Les coordonnées complexes c,, du vecteur X1 dans 1’espace vectoriel
(€27 B{Y) muni de la base {B{"); n=—T, ..., T} sont les coefficients de Fourier
de la série chronologique X 7. Les nombres complexes xj, sont les composantes de la
série X dans I’espace vectoriel (C27H1, H(Tn)) muni de la base {H(T"); n=-T,...,T},

ol Hg:l) :(0(,T), ey 0(n,1), 1(n)7 0(n+1), AN 7O(T))-

2.2.1 Le périodogramme

Pour une série finie X7, I’opérateur linéaire £ ne peut étre LTIO. 11 sera donc noté £,
pour indiquer qu’il est fonction de I’indice k. Soit ; une composante de X et soit

Lrxr = ZKT::ka  Pe-kT+¢ I opérateur calculé en xy. On peut montrer que chacun
T
des 2741 vecteurs de la base {Bgﬁl ) } est un vecteur propre de £, dont la valeur

n=—T

propre correspondante E,, . est une valeur éventuellement complexe. On a ainsi :

inka
Lrxyp = cnEp. e,

T T
1 . 1
Cng eznka —
VT +1 n;T F VT +1 n;T

Définition 2.2.3. Le périodogramme de la série X1 en x, est la fonction réelle ||E,,.x ||
des indices ne {-T,--- ,T}.

Cette norme joue un rdle essentiel dans I’étude des séries chronologiques. Pour une
série réelle, le périodogramme est une fonction paire des indices n€ {—T,--- ,T'}.
On peut démontrer que les 27+1 valeurs propres E,,.;, de £; sont, en x, données par :

T—k
Enk = E pee™
=—T—k

ol a=27/(2T+1) et ol les valeurs propres E,,.,. dépendent de n et k.



3 Le filtre de Hodrick-Prescott dans le cas de séries in-
finies

3.1 Définition du filtre de Hodrick-Prescott

Le filtre de Hodrick-Prescott de parametre A — noté HP(\) —, est une application de
0? C S, dans £2 C S, qui a une série chronologique Xz € ¢2 associe ' unique série
Y 7 minimisant 1’expression suivante :

rgizn Z {2k — yi)® + M (Wr+1 — ye) — (b — ye—1)]*}
k=—oc0

=min Xz — Yz + AV Yz,
7

ol A >0 est un parametre réel pondérant I’importance du second terme, terme assimil-
able a une dérivée seconde discrete. Autrement dit, le parametre A — choisi a priori par
I’"économiste" — pondere I’importance accordée au caractere "lisse" de la série Y.
Pour A =00, la série Yz est une droite ; pour A=0, on obtiendrait Yz = Zz.

La série Y7 minimisant I’expression précédente est solution du systéme d’équations :

) - P -
i Xz — Yz||? + Aa—ngvgYZHQ =0; k=, —2.-1,0,1,2,--- .

Pour un k =gq fixé, I’équation associée est :

2

0
(2q — Z/q)2 + )\Z @(yq-&-i = 2Ygti-1+ yq+i—2)2 =0,
i=0 74

9
0yq

ce qui livre I’équation aux différences :

A(Yg—2 = 4Yg—1 + 6Yg — War1 + Yg+2) +yg = Zq, (ENH)

Equation référencée par la suite sous I’appellation d’ Equation Non Homogéne (ENH).
La suite de cette note a pour objectif de résoudre cette équation d’ordre 4, c’est-a-dire
d’inverser le filtre HP.

3.1.1 Le polynéme caractéristique de I’équation aux différences

Pour un k= gq fixé, nous aimerions ici exprimer I’élément y, de la série filtrée en fonc-
tion des éléments xg, x11,T12, - de la série chronologique initiale, nous ramenant
ainsi a un formulation de type moyenne mobile. Si on définit le Lag operator L comme
suit :

Ly, = yk—1  L"yr = L({L" 'yp),

alors I’équation précédente se réécrit :

g = )‘(yq72 —4yg—1 + 6yq — dyq41 + yq+2) + Yq
AML™? —4L™ ' +6 —4L + L*) + 1] y,
ALY — ANL? + (6A 4+ 1)L? — ANL + A yg2,

-
-1



tenant compte du fait que L_lyk =yg1 et L "y = L1 (L_"'H)yk. On peut écrire :
Tgo = [AL* —4ANL? + (6A + 1)L? — ANL + \] y,,
ce dernier opérateur ayant pour polyndme caractéristique
Azt — AN+ (6A+1)22 —4Ar + X =0,

dont les quatre racines complexes z1, 22, 23, 24 ont — sachant que A > 0 — pour parties
réelles et imaginaires les valeurs suivantes :

VVIBA+1—1 H(za) = —S(z1) = CVVIBA I+
N Sl =TSR = oA NOU

VVIBA+ 11 NN R S B!
BTN S(z4) = —S(z3) = Wi + W .

On peut réécrire les solutions du polyndme caractéristique sous la forme

R(z1) = R(ze) = 1 —

5}%(23) = %(24) =1+

i0 —if i0 —i:
z1 = p1e’t zo = pre "t z3 = poe'’? zq4 = poe” 72,

ol I’on a posé

Etudions quelques propriétés des racines du polyndme caractéristique. Posant 1’égalité
asgx* + azz® + apr® + a1x + ag=a4(x — 24)(x — 23)(x — 22)(x — 21)
et distribuant la derniere expression, on établit

21+ 20+ 23+ 24 = —ag/ags = 4N/ A =4 (1

2120 + 2123 + 2124 + 2223 + 2024 + 2324 = ag/ag = (6A+1)/\ 2)

212223 + 212924 + 212324 + 222324 = —al/a4 = 4/\//\ =4 3

21292324 = agfag = A/ A =1 4

L'identité (4) livre p1e?t pre= 1 pyei®2 pye=92 = p2p2 = 1, impliquant p;py = 1.

Des lors, on notera p; = p et py = p~ L. Les identités (1) et (3), sachant (4), donnent
I’égalité pcosf1+p~! cosfy=pcosBat+p~ ! cos 1, entrainant 61 ==40,. Ces égalités
permettent d’écrire les solutions du polyndme caractéristique sous la forme

0 23 = pflefze _ Zl—l 24 = pflew —_ 22—1'

2 = pe'? 29 = pe~
Vu la forme particuliere de ces quatre solutions, il n’est pas restrictif de supposer que
0 < p < 1. Ceci entraine que les deux racines conjuguées z3 et z4 ont un module
supérieur a 1, tandis que les deux racines conjuguées z; et zo ont un module inférieur a
1. Cette derniere caractéristique entraine la non "inversibilité'" du filtre HP, au sens



ou on I’entend dans le domaine des séries chronologiques (voir HAMILTON [1994],
p.67). Autrement dit, le calcul de la valeur filtrée vy, a la date ¢ fait intervenir des
observations "futures" {x,y¢;¢ > 0} de la série initiale Xz et non pas exclusivement
des valeurs "passées” de cette série initiale.

Cependant, le filtre HP sera dit mathématiquement inversible, signifiant par-la que cet
inverse — s’il existe — sera un opérateur qui, appliqué a une observation courante x, de
la série initiale X, fait intervenir aussi bien des valeurs antérieures a cette observation
courante que des valeurs postérieures a cette observation courante.

3.1.2 Des relations simples et utiles entre les parametres p, 6 et A
L’identité (2) livre la relation

PP+ pi44cos’0 =6+ "1, (5)
relation équivalente a la suivante :

ANt =p24+p 2 —4+2cos26. (6)

Signalons finalement les relations

2
P sinf =

0= .
cos e 15,2

)

Ces égalités seront utilisées dans le courant de ces notes.

3.2 Le filtre de Hodrick-Prescott est mathématiquement inversible
Réécrivant I’expression du filtre HP sous la forme
Tgon = [AL* — AAL? + (6A + 1)L* — 4AL + ] y,
= ML = 21)(L — 22)(L = 23)(L — 24)] Yq>

I’inverse de ce filtre s’exprime, formellement, par

1

[AL* —AXL? + (6A + 1)L? —4AL+ A] = X' (L—2z1) " (L—22) " (L—23) ' (L—24)"".

Considérant isolément le facteur (L — z;)~*, on peut écrire
(L—z)' ==z (1=5 L)}
=z [14 27 'L+ 2L + 2% L% + -],
série absolument convergente si le module de la racine z; vérifie |1/z;| < 1, justifiant
a posteriori le développement en série opéré ci-dessus. Auquel cas, le facteur (L — z;)
est inversible. Ainsi, les opérateurs L — z3 et L — z4 sont inversibles. Par contre, les

racines z; et zo posent probleme. On contourne cette difficulté recourant a la relation
(1 —2)"t=—2"1(1 — 271)~L. Cette derniere permet de réécrire

(L—z)'=—2"(1~ «’1L)’1
=z [5 L7 (1 — 5L
A A
=L '+ 4LV 4 2072+ 303 ),

10



série absolument convergente lorsque le module de la racine z; vérifie |z;| < 1. Cepen-
dant, cette convergence a un prix : les opérateurs L~" entralnent que le calcul de la
valeur y, de la série filtrée fait intervenir des valeurs "futures" de la série chronologique
initiale zy, c’est-a-dire des éléments {x,,; >0} dont les indices sont postérieures a
la valeur de I’indice ¢ de I’élément courant y, calculé. "Inverser" le filtre HP ne pourra
donc se faire qu’en faisant intervenir, entre autres, des valeurs "futures".

3.2.1 L’inverse du filtre HP est Invariant
L’inverse du filtre HP s’écrira donc
[AL* —4AL3 4+ (6A+ 1)L —4AL+ ] =
=AML —21)" N L —22) "L —23) " (L —z4)7"
=AML= LY TN - L) T (- 2 D) T (- 2 L)
=pPPA L 21— LYY A = L) 1 -2 L) TN - )
=P AL 1 -5 LYY — L )N 1 — 2 L) 71 — 2,L) 7L
Sachant que la série
(1= L)1 = 2L )™ (1 — 2 L)1 — 2oL) !

comprise dans I’expression de cet inverse est le produit de séries absolument conver-
gentes, il en découle que cette série est elle-méme absolument convergente. L’inverse
ci-dessus est donc parfaitement bien défini. Cet inverse est clairement invariant, son
expression étant indépendante de la valeur de I'indice ¢ de I’élément x,.

3.2.2 L’inverse du filtre HP est une moyenne mobile symétrique
Partant de I’expression du filtre HP :

g = )‘(yq—Q - 4yq—1 + qu - 4yq+1 + yq+2> + Yq
=[AML+L " =2%+1]y,
= [M1-L)*1 - L7 +1] yg,

nous savons dorénavant que 1’expression [1 +AML+L7t - 2)2] “aun sens, livrant
une série absolument convergente. Nous pouvons donc conclure, du fait que dans cette
expression les roles de L et L~! peuvent étre permutés sans rien modifier i cette ex-
pression, que cette série est symétrique.

3.2.3 L’inverse du filtre HP est une moyenne mobile normalisée

On peut toujours écrire

oo
PATL (1= L) (1= L ) 1=z L) (1=2L) = p°A > a, L7

r=—00

On s’intéresse ici a la somme des poids de I’inverse du filtre HP, c’est-a-dire a la
2% —1 oo . . N . s 2
somme p? A~ > a.. Il est clair que si dans 1’expression précédente on remplace

r=—00

I’opérateur L par 1’opérateur identité I, alors on obtient la somme voulue :

2y—1 - pPA1
AN = .
p T )21 2)?

r=—00
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Calculons ce quotient :

p2>\—1 p2)\—1
(U= 2)2(L=22)? ~ (1= pei®)2(1 = pe7)2
p2A1
1—4pcosf(1+ p2) + 2p? cos 20 + 4p? + p?
B P2 (p? + p~2 — 4+ 2cos20)
1 —4pcosO(1 + p?) + 2p? cos 20 + 4p2 + pt
=1.

ot on a remplacé A~ ! par p?+p~2—442 cos 20 dans 1’avant derniere égalité et utilisé

la relation cos @ =2p/(1+ p?) (voir les relations du point 2.3.4). La somme des poids
de la moyenne mobile inversant le filtre HP vaut donc 1.

3.2.4 Revenons au calcul de ’inverse

2

Le produit des deux séries (1 — 2 L= "t et (1 — 2oL71) 7! s’écrit

(1= 2 LY M1 = 2L )t =
=[1+uL "+ 7+ 2L+ ][I+ 2L "+ 2L 2+ 25077 + -]
=1+2pcosOL™ + p*(1 4+ 2cos20) L2 + p*(2cos O + 2 cos 30) L >+

+ p*(1 4 2c0s20 + 2cos40) L4 + p°(2cos @ + 2 cos 30 + 2 cos 56)L° + - - -

(o) (oo} n oo n
= Z pPLT 49 Z prrip=2n=t Z cos[(2k + 1)0] + 2 Z PP LT Z cos(2k0),
n=0 n=0 k=0 n=1 k=1

ou, tenant compte de 1’absolue convergence des deux séries initiales, on a effectué
le produit des séries terme a terme et réarrangé a notre guise les termes résultants,
I’absolue convergence permettant d’ordonner les termes d’une séries arbitrairement,
I’ordre retenu n’ayant aucune incidence sur le résultat de cette série. De méme, le
produit des deux séries (1 — z3 "L) et (1 — 2, L)~ s’écrit

(1—z' D) 12, D) =1 -5 L) 7 (1 —2L) ' =
n

(o) oo oo n
= Z PP LA 42 Z prnripantl Z cos[(2k + 1)0] + 2 Z PP LA Z cos(2k0).
n=1 k=1

n=0 n=0 k=0

Tenant compte des identités suivantes

2icos[(2k +1)0] = 2R

Z ei(2k+1)91 _ cos(2n 4+ 1)0 — cos(2n + 3)6 A(n)

P P 1 —cos20
- B "~ owp|  cos(2nf) — 1 — cos[2(n + 1)6] + cos(20)
2;608(%0)_2% [;e ] = T~ cos 90 = B(n),

on obtient finalement,

1=z LT (1=2LT) ™t =14 [1+ B(n)] p* " LT+~ A(n)p>" T LFCEHD,

n=1 n=0

12



Afin de se donner une idée des ordres de grandeurs des différents parametres impliqués,
voici quelques chiffres :

A P 0 maxA(n) maxB(n) minA(n) minB(n)
1 0.480534 0.674889 1.600 0.599 —1.601 —2.600
10 0.668526 0.392219 2.616 1.501 —2.616 —3.498
100 0.798893 0.222665 4.528 3.528 —4.528 —5.525
1600 0.894116 0.111687 8.972 7.971 —8.970 —9.967
10000 0.931704 0.070681 14.160 13.159 —14.153 —15.156
100000 0.961012 0.039758 25.154 24.154 —25.153 —26.154

Inversant le filtre HP, notre objectif ici est de déterminer le coefficient de chaque
L" h € 7. Ceci exige, dans la méthode de calculs adoptée dans ce paragraphe, de
multiplier les deux séries précédentes. On peut évidemment tenir compte du fait que le
facteur p™ diminue lorsque n croit, et ainsi multiplier des séries tronquées, partant du
principe que les termes de ces séries deviennent négligeables pour de "grandes" valeurs
de n. Mais a quelle "vitesse" ce facteur p™ diminue-t-il ? Pour une valeur standard de
A, a savoir A=1600, on a p~0.894, ce qui donne p20 ~0.1. Vu les ordres de grandeur
de max|A(n)| et max |B(n)| pour cette valeur de A (voir tableau ci-dessus), il est
donc obligatoire de considérer des valeurs de n voisinant 40 ou 50 pour étre assuré
que les termes au-dela de ce seuil seront effectivement négligeables dans les séries.
Cette valeur de n augmentant avec le parametre A. Cela nécessite malheureusement de
multiplier des séries comportant un nombre élevé de termes, travail laborieux et dé-
courageant. C’est la raison pour laquelle I’inversion du filtre HP sera tentée selon une
autre voie, voie exploitant les équations aux différences.

3.3 Inversion du filtre de Hodrick-Prescott par la méthode des équa-
tions aux différences

On aimerait exprimer I’élément y,; ¢ € Z en fonction de la série chronologique initiale
To,T41,T42, . Autrement dit, on aimerait inverser I’ opérateur

A(yq—Z - 4yq—1 + 6yq - 4yq+1 + yq+2) + Yqg = x4

3.3.1 Les solutions non nulles de I’équation homogene ne sont pas bornées sur Z

Abordons la théorie des équations aux différences. Posant I'indice n = ¢ — 2, soit a
résoudre I’équation aux différences suivante :

AYn+4 — Wn+3 + 6Ynt2 — 4Wnt1 + Yn) + Ynt2 = Tni2. (ENH)
L’équation homogene (EH) associée a cette équation non-homogene (ENH) est :
AMnta — Ytz + (6A + Dypao — 4AYns1 + Ay = 0, (EH)
équation homogene dont on recherche d’éventuelles solutions exponentielles :
gy =2"  zeC,

étant conscient ici que ces solutions ne sont pas bornées sur Z. Si de telles solutions
existent, cela entraine

A2 4N 1 (6A 4+ 1)2" T2 — 4T A" =0,
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débouchant sur le polyndme caractéristique
At — 4N+ (A +1)22 —4dz + A = 0. (®)

Les quatre racines complexes distinctes 21, 22, 23, 24 de ce polyndme sont celles déja
explicitées précédemment. Rappelons que

21 = peie 29 = pe_w 23 = 21_1 24 = 22_1,
ol on a posé
_ (\\9(21)
=/S32(z1) + R2(2 taan1< >,
P ( 1) ( 1) %(21)

nombres réels définis en fonction du parametre A (sachant que A > 0). N’étant pas
restrictif d’imposer 0 < p < 1, on conclut que les deux racines (conjuguées) z3 et z4
ont un module supérieur a 1, tandis que les deux racines (conjuguées) z; et zo ont un
module inférieur a 1.

Ainsi, les quatre solutions particulieres linéairement indépendantes de 1’équation ho-
mogene (EH) sont donc données par les fonctions :

y7(1,1) _ pneine yff) _ pnefine yv(vd) _ pfnefinG y7(z4) _ pfneine’
ou encore les quatre fonctions réelles
yD = p" cosnb y?) = p"sin nd Y3 = p~" cosnb yW = p~"sinnd.

Aucune de ces quatre solutions particulieres n’est bornée sur Z. Nous verrons plus
loin comment contourner cette difficulté. La solution générale de I’équation homogene
(EH) est ainsi

Yn = p" (r(l) cosnf +r? sin n0> +p" (r(3) cosnfd + ¥ sin n0) , 9

ot r™ r®) £ r() sont des constantes réelles quelconques. On voit donc que —
exceptée la solution nulle — toutes les solutions de I’équation homogene (EH) sont non
bornées sur Z. Nous tiendrons compte de ce résultat par la suite.

3.3.2 Conversion en une équation différentielle de I’équation aux différences

Simplifions I’expression (ENH) du probleéme initial a I’aide de 1’opérateur A défini sur
une série chronologique quelconque z;, comme suit :

Azk = Zk+1 — Rk (10)
APz, = AP (Az). (11)

Par exemple, on établit aisément les relations suivantes :

A%z = 240 — 22541 + 2 (12)
Agzk = Zk+3 — 3Zk+2 + 3Zk+1 — 2k (13)
A4zk = Zpta — 42k43 + 625420 — 42k41 + 2k (14)
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Deux propriétés essentielles de 1’opérateur A sont les suivantes :

A(Zk + wk) = Az, + Awy, (15)
A([zw]g) = zgAwg, + wir1 Az (16)

Utilisant successivement les relations (14), (12) et (10), I’équation homogene (EH) peut
se réécrire sous la forme :

AYn+a=4Yn+3 + 6Ynt2 — WYnt1 + Yn) + Yni2 =
= AA4yn + Yn+2
= My, + A%y + 20541 — Yn
= MYy, + A%y, + Ay + Yt
= MYy, + A%y, + Ay, + Ay, + Y
= MYy, + A%y, + 2Ay, + yn,

permettant de réécrire I’équation aux différences de départ (ENH) sous la forme d’une
équation différentielle d’ordre 4

Ay, + A2y, + 28y, + Yn = Tpia. (EQD)

On va voir ci-apres qu’il ne s’agit pas ici d’un simple jeu de réécriture, mais bien d’une
formulation plus souple pour réduire le probleme.

3.3.3 Réduction a I’ordre 1 de I’équation différentielle initiale d’ordre 4

Un changement de variables va nous permettre de réduire 1’ordre du probléme initial,
nous faisant passer d’une équation différentielle initiale (EQD) d’ordre 4 a un systeme
de quatre équations différentielles d’ordre 1 chacune. Définissons a présent les vecteurs

T, et Tsf); 1=1,2,3,4 suivant :

Y yr(zi)
" A%y, n A2y7(li)
A3yn ASyg)

Ces notations permettent de réécrire 1’équation non-homogene (ENH) sous forme ma-
tricielle
AT, = MT, + B, (ENHM)

ou les matrices M et B sont définies comme suit :

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
M= 0 0 0 1 B= 0 ’

“1/A —2/A 1/ 0 Trga/ X

I’équation non-homogene matricielle (ENHM) étant d’ordre 1.
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3.3.4 La méthode de la variation des constantes

Soit I’équation homogene matricielle (EHM)

AYH) = pmyHE) (EHM)
associée a I’équation non-homogene (ENHM). Les quatre vecteurs Tg) yo ,Tgf) par-

ticuliers solutions de 1’équation homogene (EHM) — vecteurs linéairement indépen-
dants — forment une base du sous-vectoriel Uy qu’est ’ensemble des vecteurs véri-
fiant cette équation homogene (EHM). Autrement dit, a tout vecteur T%H) vérifiant
I’équation (EHM), correspondent quatre réels r), r(2) r(3) r() tels que

T;H) - r(l)Tg) + r(2)T$L2) + r(3)T$L3) + r(4)T£L4)-

On sait que la solution générale de 1’équation non-homogene est un translaté de 1’es-
pace vectoriel Uy engendré par les solutions de I’équation homogene. Plus précisé-
ment, ’ensemble de toutes les solutions de 1’équation non-homogene peut s’écrire
comme la somme vectorielle Uz +Sp, oil Sp est une solution particuliere de 1’équation
non-homogene. Reste des lors a déterminer une solution particuliere T%P) de I’équation
non-homogene (ENHM). Pour ce faire, nous allons recourir a 1a méthode dite variation
des constantes. Cette méthode consiste 2 faire varier les constantes r(*) pour ce faisant
déterminer une solution particuliere T%P) de I’équation non-homogene (ENHM), c’est-
a-dire vérifiant :
ATE) = MY 4 B.

Partant d’une solution quelconque T%H ) de I’équation homogene (EHM), autrement

dit considérant un vecteur tel que
4 4
AT;H) = Zr(i)ATgf) = ZMr(i)Tfj) v r@) G @) e R,
i=1 i=1

on traite les facteurs r(¥) non plus comme des constantes mais comme des fonctions de
n, ce que nous écrirons () =@ (n)= rgf ). On veut déterminer ces quatre fonctions —
c.a.d. faire varier les constantes r(*) — de maniére a construire une solution particuliére
de I’équation non-homogene (ENHM). Gardant a I’esprit que les coefficients rgf ) sont
dorénavant des fonctions de n, on écrit

T = 0T,
=1

solution particuliere dont la différence premiere vaut :

S e0r | = [i O
i=1 i=1

Dans ces conditions, on obtient, appliquant les propriétés (15) et (16),

AT = A + B.

AT = A [rg)m” +r@AT@ L @@ 4 r§14>rg4>}

=A {rnl)TsLl)} + A {rgf)TS?)} + A [IELS)TS’)} + A {r%)Tg)}
_y [rgpmgp + Tfjilmﬂ :
i=1

(2
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Les constantes étant rendues "variables" dans le but de construire une solution partic-

uliere Tﬁf’) de I’équation non-homogene (ENHM), on impose 1’égalité

4
> [F0ATY + 10, Ar0] = M1 4B

i=1

Or, par définition, les solutions de base Tgf ) sont solutions de I’équation homogene

(EHM). Autrement dit, ATgf ) :MTg ). Nous vient ainsi 1’égalité

irg)AT (1) — ZMr(l T(l
i=1

les coefficients r,(f )3 gauche et a droites étant identiques. Ce qui livre finalement :

4
Sl ar) =B,

systeme de quatre équations aux quatre inconnues Ar(Y) 1=1,2,3,4:

Zf 1 Arg)yr(:}rl 0

Zl 1 Ar%)Aym_1 0

Zz 1A A2y7(z—)&-1 0

Zl | Ar s )Asyn+1 = Tnt2/A.

a7

Ces inconnues Arﬁf ) sont des différences d’ordre 1.

3.3.5 Un systeme dont les inconnues Arﬁf ) sont des différences d’ordre 1

Les solutions du systeme (17) seront explicitées selon la notation de CRAMER (dite
regle de Cramer), a savoir sous forme de quotients de déterminants. Le déterminant de
ce systeme

) (2) 3 4) ) y(2) y(3) y(4)

Ynt1 yn+ Ynt1 Ynt1 Ynt1 Ynt1 Yng1 Ynta
5 — Ayizlll AynJrl Ayr(fil Ayfﬁgl _ y7(1+)2 1122422 3/7(1:22 yiﬁz
! AQyn 1 A% (2%1 A2y, Anyﬁﬁl yff%s yils uls uils
A3y +1 yv(ir y7(1+ A3 Yn yn+4 1122424 y7(l::-4 yﬁzx

se simplifie comme indiqué a droite, par recours aux propriétés (10), (12) et (13) et
procédant aux combinaisons linéaires ad hoc (par exemple, remplacant la 2°™ ligne
L2 par L2' = L1+ L2, la 3¥™ ligne L3 par L3’ = L3+2L2' — L1, etc.). Ce dernier
déterminant se simplifie a son tour : considérant la définition des équations particulieres

(z) de I’équation homogene (EH), on peut écrire :

y =y — 64+ 1Ny, + 4yl — s i =1,2,3,4;
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et remplacer chaque élément de la quatrieme ligne du déterminant par la combinaison
linéaire ci-dessus. Cette combinaison reprenant les éléments des trois lignes précé-

dentes, excepté 1’élément y,(f), le déterminant se simplifie comme suit :

) (2 (3 y(4) 1 (2) (3) (4)

y?l—})-l yré—i)—l y??:})-l ?Aj)_l y?l_‘)—l y*ELQ—})-l y'??;‘,)-l y?:)-l

P Ynt2 Ynt2 Ynto Ynio _ Ynt2 yn+2 Ynt2 Ynto

el I U S S 1V Kl I\ S S S

O O Xl I e B - B B

Ynta Ynt+a Ynta Ynta —Yn’' —Yn' —Yn'  —UYn

On a ainsi,

1 2 3 4 1 2 3 4

y%%1 y’%l yg”;l y’%l y(g)) y(r(l)) y(g)) y(;)>

1 2 3 4 1 2 3 4

6 _ yn+2 yn+2 yn+2 yn+2 _ yn+1 yn+1 yn+1 yn+1
n (1) (2) (3) (4) - (1) (2) (3) 4

yn+3 yn-i—?) yn+3 yn-i—?) Ynt2 Ynt2 Ynito Ynio

ORI M€ U S S

Yn Yn Yn Yn Ynt3 Ynt3 Yni3 Ynis

aboutissant a la relation de récurrence :

577, = 5nfl .
Des lors, ce déterminant est une constante et on a, par exemple,
1 0 1 0
pcosf psind  plcosf plsind
5n = 5—1 = 2

p?cos20 p?sin20 p~2cos20 p?sin26
p3cos30 p3sin30 p3cos3 p3sin3f
= (p? — p~)?sinfcos 20sin 30 — (p — p~*)? cos O sin 26 sin 30
—(p*+p2 = p* — p=*)?sin A sin 26 cos 36.

Notons 5,(3), 5,(12), 5,(13), 5,(14) respectivement les déterminants suivants :

0 p"lsin(n+1)0 p~""tcos(n+1)0 p " lsin(n+1)0
PO 0 p"t2sin(n +2)0 p " "2cos(n+2)0 p " 2sin(n + 2)0
o 0 p"Bsin(n+3)0 p " 3cos(n+3)0 p " 3sin(n + 3)0
Tpio/N p"Tisin(n+4)0 p " "*cos(n+4)0 p " *sin(n +4)0
. sin(n +1)0 cos(n +1)0 sin(n +1)0
= —nTHp_”_l psin(n+2)0  p~tcos(n+2)0 plsin(n+2)6
p?sin(n+3)0 p~2cos(n+3)0 p~Zsin(n+3)0
1—p?)sind
= —hﬁQ%p_"_‘l [sin(n 4+ 1)0 — p*sin(n + 3)6] ;
p"eos(n +1)6 0 p~ " Leos(n+1)0 p"lsin(n+1)0
5@ p" 2 cos(n +2)0 0 p~ " 2cos(n+2)0 p " 2sin(n+2)0
| pnt3cos(n + 3)0 0 p " 3cos(n+3)0 p " 3sin(n+3)0
p"theos(n +4)0 wpio/X pT"tcos(n+4)0 pT"tsin(n +4)0
. cos(n+1)0 cos(n +1)0 sin(n + 1)0
= "T*'Qp_"_l pcos(n+2)0  p~tcos(n+2)0 plsin(n+2)0
p*cos(n+3)0 p~2cos(n+3)0 pZsin(n+3)0
1 — p?)sind
= xn+g%p7"74 [cos(n +1)0 — p* cos(n + 3)6] ;
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pleos(n+1)8 pHlsin(n+1)0 0 p " Lsin(n +1)0
56 P2 cos(n +2)0  p"T2sin(n + 2)0 0 p " Zsin(n +2)0
no T pTBcos(n+3)0 pn T3 sm(n +3)0 0 p " 3sin(n + 3)0
ptrcos(n +4)0 p"tisin(n +4)0 z,40/X p " tsin(n + 4)0
. cos(n+1)0 sin(n + 1)0 sin(n 4+ 1)0
= —"Tﬁp"ﬂ pcos(n+2)0  psin(n+2)0 p~lsin(n+2)0
prcos(n+3)0 p?sin(n+3)0 pZsin(n+3)0
1—p~?)sinf
= —xn+z%p”+4 [sin(n +1)0 — p~?sin(n + 3)6] ;
p"leos(n+1)0 prtlsin(n+1)0 p~""Lcos(n+1)0 0
5@ P2 cos(n+2)0 p"F2sin(n+2)0 p~""2cos(n + 2)0 0
T pnt3cos(n+3)0 ptt3sin(n+3)0 p "3 cos(n + 3)0 0
pticos(n +4)0 prtisin(n +4)0 p"tcos(n+4)0  xnio/)
+1)6 i +1)0 +1)8
T2 mar cos(n + 1) sin(n + 1) cos(n+1)

=P pcos(n+2)0  psin(n+2)0 p~Lcos(n+2)0
p?cos(n+3)0 p?sin(n+3)0 p~2cos(n+ 3)0

(1 — P_Q) Sinepn+4 [

= Zpio 3 cos(n+1)0 — p~? cos(n + 3)6] ;

Tenant compte de ces différentes notations, la régle de Cramer nous permet d’écrire
les solutions du systeme (17) sous la forme

(4)

-1

i=1,2,3,4. (18)

L’ensemble des opérations précédentes nous a donc ramené de 1’équation différentielle
(EQD) d’ordre 4 au systeme ci-dessus de quatre équations différentielles d’ordre 1
chacune. Ces quatre équations sont a résoudre.

3.3.6 Propriétés des facteurs trigonométriques intervenant dans 67(5 )
Quatre facteurs trigonométriques fonctions de n

dM® = sin(n +1)0 — p*2sin(n + 3)0

dﬁf“l) = cos(n +1)8 — p*2 cos(n + 3)0,
apparaissent dans les déterminants (5%”. Ces facteurs dﬁf ) sont des fonctions périodiques
de n, de période 27 /6. Bien entendu, en toute rigueur, la valeur 27/0 n’étant pas
forcément entiere, on ne peut strictement parler de périodicité. Cependant, il est certain

que dans un "voisinage" de ’entier m le plus proche du réel n+ 2w /0, le facteur dS,?
prendra une valeur "proche" de dsf ). Ceci entraine que les facteurs dgf ) peuvent étre
majorés indépendamment de n. En effet, tenant compte de la borne p <1, il est évident

que

D] <1+ p?; Vn, i=1,2; 19)
dD| <14+p72  Vn; i=3,4; (20)

ces majorants dépendants du seul parametre A au travers de p.
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3.3.7 Solution des équations différentielles d’ordre 1 pour les indices i = 1 et 2

Formellement, on peut écrire

n—1 n—1 n—1
IR DEIED DI

-1 p=—c0 p=—00 p=—00

=[x - rﬁf)_ll + [rgf)—1 - rgzi)—ﬂ + [rni)—Q - rni)—?)] +
=rl) + [—rif)_l + rﬁf)_ﬁ + _rgf)—2 + rg:)—ﬂ - 1'5;)—3 T+
= rgzi) - rg)oov

étant entendu ici que 1’on peut réarranger les termes de la série ci-dessus a notre guise,
c’est-a-dire que la série est absolument convergente. Or, 1’absolue convergence de
cette série ci-dessus est assurée uniquement pour les indices ¢ =1, 2 et tenant compte
d’une hypothese supplémentaire stipulant que la série chronologique initiale X7 est
uniformément bornée, autrement dit

|z < M; Vk € Z,

ou M est indépendant de k. Cette hypothese découle de I’appartenance de la série au

sous-vectoriel £2. Sous cette condition, on peut dés lors majorer 51(7” (¢ =1,2) par les
valeurs suivantes :

4 .
- M(1-p )51n9p_p_4; P12

o]« 20

Des lors, il en découle, toujours pour ¢ =1, 2, tenant compte du fait que p<1:

n—1 n—1

; ; M(1—ph)sing = _ _ .
S a0 < Y || < MOZIME S s o i,
p=—00 p=—00

= p=—00

n=1 5% pouri=1,2. Larelation

. , ‘o
Ce qui montre 1’absolue convergence de la série > oo

ZZ;L)O 6,@ /6, = rgf) —r@oo n’est donc applicable que pour les seuls déterminants

5,()1) et 51(,2) , tous deux comprenant le facteur p~P~1, facteur décroissant exponentielle-

ment sur Uintervalle p €] — oo, n — 1] lorsque p — —oc.

3.3.8 Solution des équations différentielles d’ordre 1 pour les indices i = 3 et 4

Suivant des arguments similaires, les déterminants 51(,3) et 51(,4) incluant le facteur pP*1,

facteur décroissant exponentiellement sur I’intervalle p €|n, o], la série Z;’;n 5%“
convergent absolument pour ¢ =3, 4. En effet, tenant compte du fait que p<1:

MQ1—p~*)sing .,
BTP )SMY

: . =34

‘ 5| <

Ce qui livre, pour ¢ =3, 4, la majoration
= | o M(1—p=*)sind
S a0 < 3 o] < UL

p=n p=n

. d Pt <oo; i=34.

p=n
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Ainsi, on peut poser :

L o)\ )
5. Z of Z Arp) Z Tpt1 ™
-1 p=n p=n =
= r'EZ-)i-l (L)] +[r (J)Fz rgla)a] + [rfflg - r513r2] +o

- +[r gl-)‘rl - rEL-)H] +r 5312 - rSH)r?] + rg”)r?’ T
—I‘gj) + r((x; )

3.3.9 Le choix des constantes r( Y et r(_‘lo

On prendra rg? = r(flo = 0. Ce choix n’est pas restrictif. En effet, les conditions

imposées aux séries chronologiques étudiées ici — appartenance au sous-vectoriel £2 —
sont telles que les éléments de ces séries tendent vers 0 lorsque leur indice tend vers co.

Il en sera donc de méme pour les quatre séries matricielles Tsf)(i =1,2,3,4), et par

conséquent pour la série matricielle T( )= Z?Zl rsf ) Tsf ). Des lors, la valeur du poids

r%) ne revét aucune importance lorsque I'indice n tend vers co. Ainsi, la solution de

chacune des quatre équations (18) est donnée par :

rﬁf)—— Z sy =12

1 p=—o0
1 oo

() — (i). -

T, 5 pE:n 0,75 i=3,4.

3.3.10 La solution particuliere de I’équation non-homogene

La solution particuliere exprimée sous forme vectorielle,

4
T = YT,
=1

peut étre développée composante par composante. Pour la premiére composante, on
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obtient la solution particuliere scalaire yﬁlp) suivante :

4
= Py

=1

n—1 n—1 00 oo
1
ol AL RECD SR S )
1 p=n p=n

- p=—00 p=—0C

1 2\ n . n—1
= (l;\éw {— cosnb Z Tpr2p P [sin(p + 1)0 — p*sin(p + 3)0]

p=—00
n—1
+ sinnf Z Tpr2p P~ [cos(p + 1) — p® cos(p + 3)4] }
p=—o00
(1—p=2)p~"sinb

* N, { cos nfd p; Zprop?t [sin(p 4+ 1)0 — p~2sin(p + 3)6]

— sinnf Z Zpr2pP T [cos(p +1)0 — p~2 cos(p + 3)0] }

p=n

On a ici bel et bien inversé le filtre HP, exprimant chaque élément y,,(n € Z) de la série
filtrée en fonction des élément x (k € Z) de la série brute initiale. On a en fait établit
les coefficients d’une moyenne mobile, formulant exactement le coefficient de chaque
Tk.

3.3.11 DL’équation non-homogene possede une seule et unique solution

L’ensemble des solutions y,, de 1’équation non-homogene est donc la somme vecto-
rielle de ’ensemble des solutions de 1’équation homogene — espace vectoriel de di-

mensions 4 — et de I’équation particuliere yflp) :

(P)

n

yn =M p" cosnb + r? p" sinnd + r® p~" cosnb + r'Yp " sinnb + y

ol les quatre réels r*) sont les constantes introduites dans 1’équation (9). A priori,
I’ensemble de ces solutions est un espace vectoriel de dimensions 4. Or, nous avons
vu précédemment que les solutions de 1’équation homogene sont toutes non bornées
sur Z, exceptée la solution nulle. Il n’y a donc qu’une seule solution nous intéressant :
celle pour laquelle les coefficients r(*) de la solution générale sont égalés a 0. Ce qui
entraine :

Yn = y7(LP)
L’espace des solutions se réduit ainsi a la dimension 0. Autrement dit, la solution est
UNIQUE. Pour un indice naturel n fixé, la série ci-dessus exprime y,, sous la forme
d’une moyenne pondérée de tous les éléments xy (k € Z). Le coefficient de chaque xy,
dans ce développement de y,, est celui repris dans le terme correspondant a p=~k—2, a
savoir :

6;11p” (51(617)2 cosnf + 51(32 sin n@) pour k<n+1
6o tpm (51(;1)2 cosnf + 6., sin nﬁ) pour k>n-+2.
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Pour fixé, le coefficient de xj, dans le développement de y,, est ainsi :

_ (1 B p2) sin ¢ n—k—2
X,
(1 —p?)sind

+ Tp"_k_Q sinnd [cos(k — 1) — p® cos(k + 1)6] ;

cosnd [sin(k — 1)0 — p® sin(k + 1)0]

ol la puissance n—k—2 de I’exponentielle p" %2 balaie I’intervalle | — 3, +o0], évitant
ainsi tout probléme de non convergence.

Pour fixé, ce coefficient est :
(1 _p_2) sin k+2—n
X,/

(1-p?) Sinepk-i-Q—n
Y

cosnf [sin(k — 1)0 — p~?sin(k + 1)6]
sinnd [cos(k — 1)0 — p~? cos(k + 1)6] ;

ot la puissance k+2—n de I’exponentielle p**2~" balaie I’intervalle |4, 4+-oc], évitant
ici aussi tout probléme de non convergence.

3.3.12 Une formulation simplifiée du déterminant §_,

La symétrie et I’invariance de cette moyenne ont déja ét€ démontrés. On peut toutefois
s’amuser a démontrer ces propriétés connaissant a présent une formulation analytique
des poids de la moyenne mobile. Ce ne sera pas fait ici. Par contre, il s’avere qu’'une
simplification du déterminant J_, est possible tenant compte du fait que la somme des
poids de la moyenne mobile vaut 1. En effet, calculons la somme de ces poids (en yp) :

1 5(1)

Isolant le premier bloc de cette série et tenant compte du fait que Y oo ¥ =72/(1-7)
et symbolisant par 3[z] la partie imaginaire du nombre complexe z, on calcule :

- 5;(:_)2 (1= s1n9 . e 5 .
5 = Z p [sin(k — 1)8 — p* sin(k + 1)6]

k=—00 1! k=—o0

2Y g [ , R .
_ 7(1 6p )ASIHH S (p72671976l6) Z (peze)k‘|

-1 k=-1

(L—p*)sind [ 5 o oy p'e”
= Sl(p e —e )1—pe*i9
(1—p?)sinf N _(p—Qe—iG _eie) —Leif(1 — peif)
S
6_, A (1= pe=®)(1 — pet?)
_sinf [(p~2—1)sinf+ (p' — p)sin20 + (p> — 1)sin 30
N 1 —2pcosf + p?

A0

-1
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Isolant le deuxieéme bloc, on calcule de méme :

<0V, (1—p?)sind K,
-2 42 1., 92 .
5 5 k;mp [sin(k —1)0 — p~?sin(k + 1)0)]
_sinf [ (p* — p?)sinf + (p® — p) sin 260 + (1 — p?) sin 30
D) 1—2pcosf + p? '

k=2

Ce qui donne finalement :

Los, N < 5, _sin®0 [pt—pP+p72 =14+ 2(p> —2p+p~!) cosb
d_, DY 1—2pcosf + p?

k=—o0 k=2 671 -1
Sachant que
1 (1) o £(3)
Op—2 Op—o -1
0, ’

0,
k=—o00 k=2

on en déduit, remplagant cos = 2p/(1+p?) :

. 2
sin“f, ,  _o
6) =1,
Y (p”+p " +6)
entralnant
sin?0 ,
0y =——(p"+p " +6),

expression bien plus commode que celle faisant intervenir le déterminant 4 x 4.

3.3.13 La moyenne mobile calculée en un point fixé : y,

Vu I’invariance de la moyenne mobile, il nous suffit de I’étudier pour un n fixé. Con-
sidérons, par exemple, n=0. L’élément y(()P) est la moyenne pondérée des éléments de
la série chronologique xj, :
(P) - (4), (%) (1), (1) (3),(3) y(l) - (1) y(S) c- (3)
Yo :Zko Yo' =ko Yo +ky Yo :507 Z O "’607252

i=1 1 Y= -1 ¢=0

—1
in 6
— 778111 Z $p+2p7p74 [Sln(p —+ 1)0 — p2 Sin(p + 3)9}

Z Tpr2p” T [sin(p + 1) — p~? sin(p + 3)6] .
p=0

Ainsi, pour k fixé, le coefficient de x, est, toujours pour yg, donné en p=k—2:

5,(61_)2/5_1 pour k<1
5,237)2/571 pour k > 2.

Ce qui donne le coefficient suivant pour zy, :

=671 — p?)sin A" p~F =2 [sin(k — 1)0 — p? sin(k + 1)6] pour k<1
611 — p2)sin A1 pF 2 [sin(k — 1) — p~ 2 sin(k + 1)6] pour k> 2,

24



ou encore, tenant compte de la formulation de 6_, obtenue dans le point ci-dessus, on
obtient finalement la distribution des poids suivante :

p " p—p (P +p 2 +6)"Lsin™" 0 [sin(k — 1) — p?sin(k +1)§] pour k <
P (p—p ) (p* + p~2+6)"Lsin~' 0 [sin(k — 1)0 — p~2sin(k +1)0] pour k >

On vérifie aisément que cette fonction de k est paire, confirmant la symétrie de cette
moyenne mobile.

3.3.14 Distribution des poids des moyennes mobiles pour différents \

Lorsque croit le parametre A, I’importance de la contrainte de lissage croit elle aussi
"z

dans la caractérisation du filtre HP. On ne sera des lors pas étonné d’observer un "évase-
ment" de la distribution des poids de la moyenne mobile lorsque A augmente.

weight

0.12 4

0.11 4

0.10

0.09

0.08 +

0.07 4

0.06 4

0.05 §

0.04 §

0.03 4

0.02 4

0.01 4

0.00 + ===

—0.01 +

=70 —60 -50 —40 -30 -20 -10 o 10 20 30 40 50 60

lambda _— 100 _——— 1600 - - - —- 10000 —— 100000

3.4 Périodogramme de la moyenne mobile

Rappelons que les valeurs propres d’un opérateur linéaire invariant y, = Lz, =
Zzzfr PeTry¢ agissant sur la série chronologique Xz sont données par la transfor-
mée (éventuellement imaginaire) :

S

Ew = Z pzeinéa7

b=—r

ot la fréquence w est un parametre réel continu. Dans ce cas-ci, ces valeurs propres E,,
dépendent de I’indice w et non pas de I’indice k. Le périodogramme est alors définit
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comme étant la norme au carré de ces valeurs propres ||E,||?. Notons 9ty la moyenne
mobile inversant le filtre HP (toujours pour une série chronologique infinie) et calculée
en yo. On sait que

1

1 1 o0 o0
Moxy, = 5 Z 5§1_)2$1€ t5 Z(Séi)gxf = Z DeTy.

1 f=—o0 -1 p=2 l=—00

Dans le cas d’une série infinie, les valeurs propres de I’opérateur 971, résultent alors de
la transformée :

e} 2 1
iwl p—1 —0=2 [ 2 o iwl
Z pee" = ——— - Z P [sin(¢ — 1)8 — p*sin(¢ + 1)0] " +
P (P2 +p=2+46)sind P
L-p~ i p' 2 [sin(€ — 1)0 — p~?sin(¢ + 1)0] e™*
24 2 : .
(2 +p —1—6)81119222

Posant (p?+p~2+6) sin § = h, I’expression est décomposée en quatre séries :

1-p2 ¢ : 21 ¢
p Z p~sin(f — 1)t — pT Z pfsin(f 4 1)0e™* +

h l=—00 l=—00
PP IS~ e Daeit — LTINS s Dgeiet
+ - ;p sin(¢ — 1)fe —T;p sin(€ + 1)0e*".

La premiere des quatre séries ci-dessus devient, recourant, pour une série absolument
s 100 S ANOO 4 g
convergeante, a I'identité 3, r°=7r7/(1-r),

1

1 -2 1 . —i(1 = p—2 . ) )
P 3 e = ) >E ! (D0 — im0 it
_ —i(l _ p72)€7z‘0 o0 [ J(eer)r i(l _ ,072)61‘9 o0 [ i((f*w)r

il = p e L
2h, 1— pefi(0+w) 1— pei(Ofw) :

De méme, pour les trois autres séries, des calculs similaires livrent les résultats :

1— p2 1 _ o 1w 26 —2i0
hp Z pff Sin(€+ l)aezwf _ Z(p 14 )6 { € € }

— 2h 1 — pe—il6+w) 1 pei(0—w)
2 e 2 4y ,i2w i0 vy
Pi—l 0 _ e U(p7—p*e € _ €
5 ;P sin(f — 1)fe™" = o0 1= pei@te) ~ 1 _ peilw=0)
-2 © ) 2w 30 430
p-—1 g iwe _ H(p" —1e e e
- ;p sin(l + 1ge! = = [ el 1 e |

Apres avoir multiplié chaque dénominateur par son conjugué, on trouve les parties
réelle et imaginaire des valeurs propres de 1’opérateur 21 :

%(w) =%, + Ry et %(w) = 3 + By,
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ol Rq, RNa, T et Fo sont définis comme suit :

(p=3—p71) [psin(0+2w) —sinw] + (p~1 =2p+p3) sin(20+w) + (p? —p?) [psinw —sin(f+2w)]

= 2(p2+p=246)sinf[1 — 2pcos(w + 0) + p?| ’
Ry :(p_3—p_1) [sinw—psin(2w—0)] + (2p—p~t —p3) sin(w—20) + (p*>—p*) [sin(2w—0) —psinw]
2(p2 + p=2+6)sinf[1 — 2pcos(d — w) + p?] ’
3, :(p*?’fp*l) [cos w—pcos(0+2w)] + (2p—p~1 —p?) cos(20+w) + (p*—p*) [cos(0+2w) — p cos w]
2(p? 4+ p=2+6)sinf[1 — 2pcos(w + 0) + p?] ’
Sy :(p_3—p_1) [pcos(2w—0)—cosw] + (p~L —2p+p3) cos(w—20) + (p?—p*) [p cos w—cos(2w — 6)] .

2(p2+p=246)sinf[1 — 2pcos(d — w) + p?]
Le périodogramme est alors donné par le carré du module :
IELI? = [Ri(w) + Reo(@)]* + [S1(w) + S (w))*

Ci-apres, voici un graphique de ce périodogramme pour différentes valeurs de A. Cette
fonction de w est périodique, de période 27. Elle prend le maximum 1 en w = 0 et
w =27 et admet un axe de symétrieen w=m :

JELII? = [Ean—l®

Sur I'intervalle [0, 27], la forme globale du périodogramme est celle d’un U, dont la
valeur approche 0 en w =, ceci quelque soit la valeur du parametre A. Ainsi donc, les
fréquences les plus basses sont les mieux préservées par cette moyenne mobile.

Norme
1.0 A

0.9

0.8

0.7 A

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1+

0.0 1

100000
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Tenant compte de la périodicité du périodogramme et de sa symétrie, il suffit de le
représenter sur 'intervalle [0, 7). Lorsque A augmente, les fréquences les plus élevées
sont donc de plus en plus "écrasées". Le déphasage, vu la symétrie de la moyenne mo-
bile, est forcément nul.

3.4.1 Comparaison du périodogramme HP avec les périodogrammes de moyennes
mobiles classiques

Il est intéressant de comparer ce périodogramme a celui de moyennes mobiles clas-
siques. On considere ici trois moyennes mobiles symétriques :

L’ opérateur moyenne arithmétique

= ﬁzgz_rxﬂg pour —T+r<k<T-—r
g T pour |k|>T —r.

L’ opérateur moyenne exponentielle symétrique

Q> play, pour —T+r<k<T-—r

Ly, =
i Tk pour |k|>T —r.

_ r+1
oll le paramétre pe R} etp<letQ=>,_ pll =23 p‘—1= %.
L’ opérateur moyenne fractionnaire symétrique

W=y p_TSIaka pour —T+r<k<T-—r

Lxy =
’ Tk pour |k|>T —r.

ol les paramétres p, ¢, s€RS et W=3",_  (p — s/¢|)/q. On calcule

" — s|l 2 — r+1)2p — sr) —
— q q quo q

Lorsque s=1 et p=7-+1 et ¢=p?, on retrouve les poids fractionnaires classiques :

T p q Poids
T TT1
1 2 4 —=, =
4°2 4
123 21
2 3 9 S'a’a’a’a
9°9°9 9°9
1 2 3 4 3 2 1
3 4 16 T A TAYTAY 1A TR 1A
16 16" 16 16 16 16 16
1 2 3 4 5 4 3 2 1
4 5 25 SEYSE ¥ 5E3EY 550 5F 3 oF
25 25 25 25 25 25 25 25 25

5 6 36 T e T e T T e 3 o
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

La somme de chacune des suites de poids précédentes valant 1.

28



Pour I’ensemble des moyennes ici comparées, on a fixé les différents parametres comme
suit: 7' = 60,r = 5,p = 90, A = 1600 :

C 1 NORME propi de : Moblle Sym & Moy Fractionnalre Sym & Moy BExponenticlle Sym & HP filter (sérle de longueur 121)

PLOT +—+—+ norme_arithm_r5t60 S-S norme_frac_r5t60

® @ ® norme_expo_r5t60p90

norme_hp_1600

Ci dessus, on I’indice n correspond a la fréquence 2n7 /(274 1). Pour des raisons de
symétrie, on a considéré les seules valeurs n positives.

4 Lefiltre HP dans le cas de séries chronologiques finies

4.1 Définition du filtre HP dans le cas d’une série finie

Soit St I’ensemble des séries finies paramétrées sur 1’ensemble des indices entiers
[T, T]. Le filtre HP()\) de paramétre A est une application de S dans Sy qui a
une série chronologique finie X7 € St associe I'unique série Y € S minimisant
I’expression suivante :

T T-1
win By, = min Do —w) A D (e —2u+ue)’
k=—T k=—T+1

ol A > 0 est un parametre réel. La série Y minimisant I’expression précédente est
solution d’un systeme d’équations que nous allons a présent déterminer.
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» Pour k=—T, annuler la dérivée partielle OEvy,. /0y_r =0 livre I’équation :

T

0E
Yr _ Z xk—yk 240 Z yk+1_2yk+yk 1)?

Oy_ — _
y-r wor 9 a1 ?

0]
=2z_7+2y_7+ )\T(yfT+2 —2y_r41+ ?JfT)2

=ANY-r42 =211 + Y1)+ Y- =T_7T.

» Pour k=T, annuler la dérivée partielle OE~-,. /Oy =0 livre I’équation :

T
OEv., 0
=0= § =z — A § —2
Dur 8 (Tr — yr) 24 k——T+1 yk+1 Yk + Y- 1)

0
——2xT+2yT+A6f( yr — 2yr—1 + yr—2)?

Myr—2 —2yr—1 +yr) + yr = 27

» Pour k=—T+1, annuler la dérivée partielle OEvy,./0y_74+1 =0 livre I’équation :

OBy, =0= Z (k — yk) LS Z

OYy_141 51/ T+1 e T+1 -

yk+1 — 2y, + yk—1)2

= *QI—T+1 +2y_741

+A

0
3 (Y112 —2y-111 +y-7)° + (Y-713 — 2y-T12 + y-741)°]
Y-T+1
=AMy-113 4112 +5Y-141 —2y-7) FY-TH1 =T 741

» Pour k=T —1, annuler la dérivée partielle OE~ . /0yr_1 =0 livre I’équation :

OEvy .. 9
= (zr —yr)® + A k1 — 2Uk + Yk
I Z 8y - y k_zT:H Ty Wikt = 206+ 9i-1)
= _255T71 + 2yr—1
+A [(yr — 2yr—1 + y1—2)* + (yr—1 — 2yr—2 + Yy1—3)°]

Oyr—1
= Myr—s — 4yr—2 + 5yr—1 — 2y7) + Y71 = TT_1.

» Pour —7T+2 < k<T—2, on considere un k =g fixé. L’équation associée a cet indice
est alors :

2
0 0

(@ =) FAY 2 Wi — i1 + Ygri—2)” =0,

ayq q q ; ayq q q q

livrant I’équation aux différences :

A(yq72 - 4yq71 + 6yq - 4yq+1 + yq+2) + Yqg = x4

Résumant, on obtient ainsi le systetme de 27 + 1 équations aux 27 + 1 inconnues
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{y—r,-- yr}:

My—7 = 2y—141 +Y-—142) + Y- =2_7T si k=-T
M=2y-r+5y-711 —4y-ri2ty-ri3) +y-rr1=r-741  si k=-T+1

AMYg—2 — 4yq—1 + 6Yq — dYg+1 + Ygt2) + Yqg = T4 sio —TH2<k<T-2
MNyr—3 —4dyr—o +5yr—1 — 2yr) + Yy7—1 = TT_1 si k=T-1

Ayr—2 = 2yr—1 +yr) +yr = a7 si k=T.

4.1.1 Résolution numérique du systeme d’équations aux différences

Les solutions de ce systeme ne peuvent raisonnablement s’envisager sous une forme
exacte. La résolution numérique de ce systeme conduit a I’inversion d’une matrice
symétrique :

A+1 —2X A 0 0 0 0 0 0
-2\ BA+4+1  —4A A 0 0 0 0 0
A —4X 6A+1 —4) A 0 0 0 0
0 A —4X 6A+1 —4) A 0 0 0
0 0 A —4X  6A+1 —4) A 0 0
F=1 o 0 0 A —4X 6 A+1 —4X A 0
0 0 0 e 0 0 A =4 6A+1 -4\
0 0 0 e 0 0 0 A —4X  bA+1
0 0 0 e 0 0 0 0 A —2A
matrice de dimensions (274 1) x (27'+1). La relation
F(y—Ta"'ayka"'ayT)t = (J?_T,...,.ﬁk,...,Z‘T)t
devient
Yty Yhy o yr) = F Nap, o, 2p)t
Lorsque la série chronologique {z_r,...,Zk,...,x7} est filtrée par un filtre HP,

chaque élément x, de cette série est remplacé par la combinaison linéaire y;, = Zf:_ ¢ DeTp,
ot les poids py correspondent aux valeurs de la (k+7+1)*™ ligne (ou colonne) 901y,

de la matrice inverse f —! symétrique. Autrement dit, le filtre HP équivaut 3 un en-
semble de 27+ 1 moyennes {My;; k € [T, T}, chacune d’entre-elles étant telle que

yr = Mixy (expression étant ici un produit matriciel).

La somme des éléments d’une ligne quelconque (ou d’une colonne) de la matrice f

vaut 1. Ce que I’on peut exprimer comme suit :

Flori1 = o4,

ol la matrice colonne Ior 1 = (1,1,--- ,1)’ comporte 27"+ 1 éléments tous égaux 2
1. Ce qui entraine :
Lrs1 = F aryr.

La somme des éléments d’une ligne quelconque (ou d’une colonne) de I'inverse f —!
vaut donc 1. Ainsi, la somme des poids de chacune des moyennes 91, vaut 1.
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Dans le graphique ci-apres, on donne, pour une série de longueur 81 et pour un A =
1600, la répartition des poids des moyennes My, Mg, D70, D75, PMrs et N -

poids
0.205

0.195 +
185 o
175 o
165 1
155 4
145 o
135 o

125 4

0O 0 000000

115 4
0.105 +
0.095 1
0.085 +
0.075 +
0.065 -
0.055 1
0.045 +
0.035 -
0.025 +
0.015 4
0.005 -

—0.005 -

—0.015 o

—0.025 4 -
LI, L L I I O O I O

———————————————————————————————————————— 012345678

© -

o-

col —— 41 SS6© 60 *—e e 70 +—+—+ 75 Z==Z== 78 @ 31

Soit zj, un élément de la série initiale {x_7,- - - ,z7}, tel que I’indice k ne soit pas trop
"proche" des extrémes —71 et 1. Si la série est "suffisamment longue", on peut s’atten-
dre a ce que les poids de la moyenne mobile 901, soient proches de ceux obtenus dans
le cas des séries infinies. Considérant une valeur A= 1600, des simulations numériques
montrent en effet que pour une série comportant environ 80 éléments, les poids at-
tribués & la moyenne ’centrale’ 9, sont pratiquement égaux a ceux de la série infinie.
Toujours pour A = 1600, le graphique ci-apres reprend des simulations numériques
portant sur des séries de respectivement 11, 13, 15, 17, 19, 21, 31, 41, 51, 81 et 401
éléments. Pour chaque série, apparaissent les poids de la moyenne 9.

32



middle
0.095

0.090 /\

0.085 1

0.080

0.075 7

0.070 -

0.065 7

0.060 -

0.055 4

0.050 7

0.045 -

0.040

0.035 -

0.030

0.025 1

0.020 4

0.015

0.010

0.005 -

0.000 -

-0.005 4

-0.010 4

-0.015 4

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-55 -50 -45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

longueur — " 13 15 17 — 19 — 2
-——— 3 o000 4 + + + 51 000 81 —— 401

Par contre, quelle que soit la longueur de la série chronologique, aux éléments xy
proches des extrémités , c’est-a-dire aux éléments x; dont les indices k sont proches
de =T, correspondent des moyennes 21, tres différentes de celle obtenue dans le cas
infini, moyennes évidemment fortement asymétriques. A titre d’illustration, pour A =
1600, le graphique suivant reprend les poids 9t associés au dernier élément (k=T)
de séries de différentes longueurs, a savoir 21, 31, 51, 81 et 101. La courbe en pointillés
indique la distribution des poids dans le cas d’une série infinie.
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4.2 Périodogramme du filtre HP a I’extrémité d’une série finie

Soit une série chronologique X1 = {z_r, -+, Zk, - -, z7 } de longueur 27+1. On veut
étudier ici les propriétés de la moyenne 911 obtenue a ’extrémité xr de cette série,

moyenne
T

yr = Mrar = E De-TTp
(=—T
dont les poids py.7 correspondent a la derniere ligne (ou colonne) de la matrice in-
verse [~ 1. Les valeurs propres de 1’opérateur linéaire non invariant 97 agissant sur
I’élément x7 € X sont données par la transformée :

T
En(T) — Z pe.Teinéa
=-T

ol a = 27 /(2T+1). Ces valeurs propres E,,(T) dépendent de I’indice n et de 1’indice
T. Le périodogramme est la fonction ||E,,(T)]|?.

La valeur propre E,,(T) = p,, (T)e*»(T) est un nombre complexe dont I’angle 6,,(T") =
arctan(S[E, (T)]/R[E.(T)]) quantifie le déphasage (en radians) de la série filtrée par
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rapport a la série initiale. Autrement dit, si I’élément z de la série X vaut

inTa

T
1
Tr = —— Cpe
r \/2T+1n;T

alors I’élément yp = Mra7 de la série filtrée par le filtre HP vaut :

61977, (T) eznTa

T
1
= Cnpn(T
yr /72T+1n;T pn(T)

6i(nTo¢+0n (T))

T
1
S Nears
\/2T+1n:7T

On trouvera en annexe les périodogrammes (du moins leur racine carrée p,, (7)) et les
déphasages 6,,(T) de ’opérateur M, ceci pour les séries de longueur 27+ 1 = 31,
41, 51, 61, 71, 81, 91, 101, 111, 121 et pour un A = 1600. Ces résultats sont repris en
annexe dans une table et deux graphiques (les deux premiers).

inka

A présent, pour une série finie e périodique de longueur 27+ 1 — ou du moins sa

partie réelle cos(nka) —, appartenant a la base {Bg); ne{-T,- -,T}}, on aimerait
mesurer le décalage entre la valeur HPr[cos(nTa/)] obtenue par le filtre HP au point
extréme k = T de cette série et la valeur HP,[cos(nT«)] obtenue au méme point
k=T lorsque la série cos(nk«) est infinie. Plus précisément, on se propose de mesurer
le quotient
||[Ew || cos(nT )
pn(T) cos[nTa + 0, (T)]

ol la norme ||E, || est celle obtenue dans 1’étude des séries infinies. Le calcul de ces
quotients est illustré ci-apres pour les séries de longueur 31, 51 et 81 :
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Ces différents résultats montrent que :

1.- Les périodogrammes et les déphasages (radians) de 1’opérateur 91 sont fonc-
tion non seulement du parametre de lissage A, mais aussi de la longueur 27+ 1
de la série.

2.- Les fréquences les plus basses sont les mieux préservées — voire amplifiées —
par I’opérateur M.

3.- Les fréquences les plus basses sont les moins déphasées. Cependant, le déphasage
de ces fréquences les plus basses est loin d’étre négligeable.

4.- Globalement, on constate que le quotient ||E, || cos(nTa)/pn(T) cos[nTa +
6,,(T)] est plus élevé pour les fréquences les plus basses, quotient pouvant at-
teindre 2 ou 0.5, voire pire !

5 Conclusion

Le recours a la théorie des équations aux différences discrétes permet d’inverser le fil-
tre HP, ceci pour les séries infinies. Cette inversion débouche sur une analyse asymp-
totique précise de I’impact de ce filtre — d’un point de vue fréquentiel — sur les séries
chronologiques.

Pour les séries finies, on observe d’importants déphasages pour les éléments de
la série situés a proximité des extrémités. Un point important tient au fait que ces
déphasages dépendent de la longueur de la série et des fréquences (cycles) composants
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cette série. Ce dernier point entraine des distorsions au niveau de la série filtrée. Ces
distorsions sont loin d’étre négligeables. Pour les fréquences les plus basses, I’erreur
commise par le fitre HP peut dépasser 100%. Autrement dit, pour les fréquences les
plus courantes dans les séries d’origine socio-économique.

Ce travail est évidemment a poursuivre...
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7 Annexes

Dans les annexes qui suivent, pour un A = 1600, on trouvera les graphiques suivants :

1.- La valeur des déphasages (en radian) pour les séries de longueur 27+ 1 =

31, 41, 51, 61, 71, 81, 91, 101, 111 et 121, ceci en fonction de I'indice n €
{0,---, T}, indice correspondant 2 la fréquence na=2nm/(2T+1).

2.- Les normes — non mises au carré — des valeurs propres, ceci pour les mémes
parametres décrits au point précédent.

3.- Une table résumant les normes p,,(7') et les déphasages 6,,(T), pour n =
1,2,---,60 et 27+1 = 31,41,51,--- ,121.
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