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Résumé

Dans la méthode du calage de Jean-Claude Deville et Carl-Erik Särn-
dal, les équations de calage ne prennent en compte que les estimations
exactes de totaux des variables auxiliaires.
L’objectif de cet article est de s’intéresser à d’autres paramètres que le to-
tal pour caler ; on regardera notamment le ratio, la médiane, la variance et
l’indice de Gini des variables auxiliaires.

1 Introduction

En statistique d’enquête, à la phase d’estimation, deux grandes familles
d’estimateurs sont utilisées : d’une part les estimateurs dits "assistés par un
modèle" (comme l’estimateur par la regression ou l’estimateur par le ratio) et
d’autre part les estimateurs par calage (comme le raking ratio) de Deville et
Särndal (1992). Ces deux familles ont d’ailleurs une certaine proximité comme
le montre l’estimateur par la régression qui correspond à l’estimateur par ca-
lage avec la distance du χ2.
L’objet de cet article est d’étendre la famille des estimateurs par calage. Ac-
tuellement la méthode du calage pourrait être qualifiée de méthode linéaire,
car elle ne permet de caler que sur des totaux (et plus généralement des para-
mètres qui sont des fonctions linéaires des observations du type θ =

∑
k∈U θk).

L’idée est de pouvoir prendre en compte dans les contraintes de calage des
statistiques ou paramètres non linéaires, comme un ratio, une médiane, une
moyenne géométrique ou un indice de Gini.
Bien entendu, il existe une façon directe mais coûteuse de caler sur une sta-
tistique θ complexe ; on écrit le programme d’optimisation de la méthode du
calage dans lequel la contrainte linéaire est remplacée par la contrainte non
linéaire θ̂ = θ. Plikusas(2006) explore cette voie dans sa définition générale
du calage non linéaire. Ainsi, le problème devient un problème d’optimisation
complexe. Toutefois ceci a trois inconvénients : d’abord ce problème peut être
complexe à résoudre, ensuite les méthodes numériques à mettre en jeu ne-
cessitent beaucoup de temps de calcul et enfin l’utilisateur ne peut pas les
implémenter dans son logiciel actuel de calage.
Notre objectif est de conserver une méthode simple à mettre en oeuvre et sans
augmentation du temps de calcul informatique.
On évite également la solution qui consisterait à caler sur davantage de totaux.
Prenons l’exemple du ratio, on peut obtenir une estimation exacte de ce ratio en
calant sur le numérateur et le dénominateur de ce dernier. Là encore, ce serait
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une technique coûteuse, puisqu’elle fait augmenter le nombre de contraintes.
Par ailleurs, on pourrait se trouver dans les cas où l’on connaît bien le ratio
mais pas exactement les totaux du numérateur et du dénominateur.

Nous allons montrer, dans cet article, comment procéder à un calage non li-
néaire en ayant recours à une équation de calage linéaire.

Dans la deuxième partie de cet article, nous rappellerons le fonctionnement
de la méthode du calage et présenterons des cas simples de calage sur para-
mètre non linéaire. Dans la troisième partie, nous nous intéresserons aux pa-
ramètres qui peuvent se définir comme solution d’une équation estimante (Go-
dambe et Thompson, 1986). Nous y évoquerons aussi la notion de paramètre
de nuisance. Dans la quatrième partie, nous verrons le cas des paramètres qui
s’écrivent comme des fonctions de totaux et qui permettent d’obtenir un calage
exact. Enfin, en partie cinq, nous donnerons une méthode générale de calage
sur paramètres non linéaires. Cette méthode reposera sur la méthode de li-
néarisation (Deville, 1999) et donnera dans certains cas un calage approché.

2 Rappel de la méthode du calage et cas simples

2.1 L’estimateur par calage

Soit U, une population finie de taille N , les unités statistiques de cette po-
pulation sont indexées par une étiquette k avec k ∈ {1, ..., N}. Le paramètre
d’intérêt est ty la somme sur U de la caractéristique (variable) y qui prend la
valeur yk pour l’unité k : ty =

∑
k∈U yk.

Un échantillon s est tiré suivant un plan de sondage p(s). Sa taille est notée n,
elle est aléatoire. On note πk la probabilité d’inclusion de k dans l’échantillon
s et dk = 1

πk
son poids d’échantillonnage. L’estimateur de Horvitz-Thompson

s’écrit : t̂yπ =
∑
k∈s dkyk.

Soient x1, ..., xP , P variables auxiliaires, connues sur s et tx1 , ..., txP
les totaux

de ces variables auxiliaires également connus.

L’estimateur par calage de ty est : t̂y =
∑
k∈s wkyk, avec une série de poids

{wk}(k∈s) obtenue par résolution du programme d’optimisation suivant :

min
{wk}(k∈s)

∑
k∈s

d(wk, dk)

sous contraintes :
t̂x1 = tx1

. . .

t̂xP
= txP

d(wk, dk) est une distance, i.e. une fonction qui mesure l’écart entre le poids
d’échantillonnage et le poids de calage. Le programme se résout à l’aide d’un
Lagrangien. Dans le cas où la distance utilisée est la distance du χ2 (i.e.
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d(wk, dk) = 1
2

(wk−dk)2

dk
), on trouve comme solution : wk = dk(1 + x

′

kλ) (avec
λ le vecteur de taille P des multiplicateurs de Lagrange).

Nous allons montrer, dans cet article, comment procéder à un calage non li-
néaire :

θ̂({x1,k, ..., xP,k}k∈s) = θ({x1,k, ..., xP,k}k∈U )

en ayant recours à une équation de calage linéaire∑
k∈s

wkΦ(θ, x1,k, ..., xP,k) =
∑
k∈U

Φ(θ, x1,k, ..., xP,k)

Dit autrement, on passe du calage non linéaire θ̂ = θ au calage sur le total de
la nouvelle variable auxiliaire zk = Φ(θ, x1,k, ..., xP,k).

2.2 Cas simples où le paramètre peut se ramener à l’estima-
tion d’un total

Il n’est pas évident de savoir d’emblée si un paramètre va pouvoir s’écrire
sous la forme d’un total de termes ne dépendant que de l’unité k. Ainsi, cela
fonctionne pour tous les moments d’une variable auxiliaire x (on suppose ici
que le plan de sondage permet d’estimer parfaitement la taille de la population
N ) : txm = 1

N

∑
k∈U x

m
k .

Par contre, ça ne marche pas pour la variance : σ2
x = 1

N

∑
k∈U

(
xk −

(∑
l∈U xl

N

))2

.
Le terme générique de la première somme fait intervenir tous les xk, ce qui est
rédhibitoire. Nous reviendrons sur le cas de la variance ultérieurement dans
cet article.
Un autre exemple est celui de la moyenne géométrique (toujours dans le cas
où le plan de sondage permet d’estimer parfaitement la taille de la population
N ) : µGeo,x =

(∏
k∈U xk

)1/N . En prenant le logarithme de la moyenne géo-
métrique, on a : ln(µGeo,x) = 1

N

∑
k∈U ln(xk) qui est un total de la nouvelle

variable auxiliaire zk = ln(xk) sur le total de laquelle on peut caler.

3 Paramètres définis par une équation estimante

3.1 Principe d’estimation par équation estimante

Certains paramètres se définissent, ou peuvent se définir, comme solu-
tion d’une fonction implicite appelée équation estimante sur U (Godambe et
Thompson, 1986), i.e. : ∑

k∈U

Φ(θ, x1,k, ..., xP,k) = 0.

Dans ce contexte, on propose de construire un estimateur de θ, noté θ̂, qui soit
la solution de l’équation estimante sur s :∑

k∈s

dkΦ(θ̂π, x1,k, ..., xP,k) = 0.
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On peut donner des exemples de paramètres définis par une équation esti-
mante :

moyenne
∑
k∈U (xk − µ) = 0

ratio
∑
k∈U (x1k −Rx2k) = 0

médiane
∑
k∈U (1xk≤m − 1

2 ) = 0
coefficients de régression équations normales

Revenons sur le cas de la variance. La variance peut être définie par deux
équations estimantes :{∑

k∈U (xk − µx) = 0∑
k∈U

(
(xk − µx)2 − σ2

x

)
= 0

On voit que dans ce cas la moyenne µx apparaît comme un paramètre de nui-
sance (Binder, 1991). Il y aurait plusieurs solutions pour s’en affranchir. On peut
soit utiliser la vraie valeur de µx (sans pour autant caler dessus), soit remplacer
la moyenne par une estimation de celle-ci construite à partir de l’échantillon s.

3.2 Calage dans le cas de paramètres définis par des équa-
tions estimantes

Proposition 1 Dans le cas où θ est défini par une équation estimante, caler
sur θ revient à imposer que θ soit la solution de l’équation estimante sur s :∑

k∈s

wkΦ(θ, x1,k, ..., xP,k) = 0.

D’un point de vue pratique, on construit une nouvelle variable auxiliaire zk = Φ(θ, x1,k, ..., xP,k)
sur le total de laquelle on cale. On a donc comme équation de calage : t̂z =
tz = 0.

4 Paramètres définis comme des fonctions de to-
taux et qui offrent un calage exact

4.1 Fonction de totaux homogènes de degré 0

On considère le cas où le paramètre θ est défini comme une fonction de
totaux : θ = f (tx1 , ..., txP

), avec f une fonction homogène de degré 0. Par
ailleurs, on prend comme estimateur de θ l’estimateur par substitution θ̂ =
f
(
t̂x1 , ..., t̂xP

)
.

Définition 1 Soit f une fonction de RP dans R. f est homogène de degré 0 si
pour tout λ de R, f(λx1, ..., λxP ) = f(x1, ..., xP ).
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4.2 Fonction de 2 totaux

Puisque f est homogène de degé 0, on a : θ = f (tx1 , tx2) = f
(
tx1
tx2
, 1
)

=

g
(
tx1
tx2

)
(prendre λ = 1

tx2
).

Proposition 2 Si θ est une fonction bijective de deux totaux (θ = f (tx1, tx2)),
homogène de degré 0, alors caler sur θ est équivalent à caler sur le ratio
R = tx1

tx2
. Ce qui est équivalent à caler sur le total de la variable zk = x1k −Rx2k.

On peut reprendre les exemples de la 2e partie. En effet, dans le cas où N
n’est pas estimé parfaitement, on introduit un total supplémentaire dans les
paramètres tels que les moments, la moyenne généralisée ou la moyenne géo-
métrique.

4.3 Fonction d’un ratio de combinaisons linéaires de totaux

Proposition 3 Si θ est fonction bijective d’un ratio de combinaisons linéaires
de totaux :

θ = f

(
α′ · tx
β′ · tx

)
avec α, β et tx des vecteurs colonnes de taille P,
et si on définit : θ̂ = f

(
α′ ·̂tx
β′ ·̂tx

)
alors caler sur θ est équivalent à caler sur le total de la variable zk =

(
α′ − f−1 (θ)β′

)
· xk.

Preuve 1

θ̂ = θ ⇐⇒ α′ · t̂x
β′ · t̂x

= f−1(θ)⇐⇒
(
α′ − f−1 (θ)β′

)
· t̂x = 0

5 Paramètre quelconque : méthode de linéarisa-
tion

Dans cette section on examine le cas des paramètres qui n’entrent pas
dans les catégories précédemment exposées (i.e. paramètres définis par une
équation estimante ou paramètres définis comme des fonctions de totaux idoines).
On peut également voir ce paragraphe comme une méthode générale. Tou-
tefois, cette dernière ne donne qu’un calage approché sur le paramètre non
linéaire.

5.1 Principe de linéarisation d’estimateur complexe

Le principe des techniques de linéarisation est d’approcher des formula-
tions d’estimateurs non linéaires par des expressions linéaires auxquelles on
les assimile. Ces méthodes ont été développées initialement pour permettre
des calculs analytiques approchés de variance d’estimateurs complexes. On
trouve une présentation claire et pédagogique de la linéarisation chez Ardilly,
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2006. Pour une présentation plus formelle et riche en références bibliogra-
phiques, on peut consulter Dell et d’Haultfœuille, 2006.

Donc, pour un estimateur θ̂ de θ linéarisable, on aura l’expression (sous cer-
taines conditions, dont n grand) :

θ̂ ≈ θ − tz + t̂z

Avec zk la variable dite linéarisée de θ̂, également notée linkθ et t̂z =∑
k∈s wkzk l’estimateur par calage de la variable zk.

Il existe plusieurs méthodes pour trouver zk qui sont plus ou moins complexes
en fonction de la régularité du paramètre θ. Toutefois, toutes reposent sur des
notions de dérivabilité, de développement de taylor à l’ordre 1 et de conver-
gence asymptotique.

5.1.1 Linéarisation d’un paramètre θ fonction régulière de totaux

Commençons avec le cas de paramètres qui sont des fonctions régulières
de totaux : θ = f (tx1 , ..., txP

), avec f une fonction deux fois dérivable.

Nous avons :

θ̂ = f
(
t̂x1 , ..., t̂xP

)
= f (tx1 , ..., txP

)

+
∂f

∂x1
(tx1 , ..., txP

) (t̂x1 − tx1) + ...+
∂f

∂xP
(tx1 , ..., txP

) (t̂xP
− txP

)

+Kn

Avec Kn, une variable aléatoire d’expression complexe qui a un ordre de gran-
deur de 1

n en "probabilité" (voir Isaki et Fuller, 1982, pour le cadre théorique
précis).

On trouve donc comme variable linéarisée de θ̂ :

linkθ = zk =
P∑
j=1

∂f

∂xj
(tx1 , ..., txP

)xk

Exemple de la variance
La variance de la variable auxiliaire x se définit par la formule :

σ2
x =

1
N

∑
k∈U

x2
k −

(∑
k∈U xk

N

)2

= f(tx, t2x, N)

Son estimateur "naturel" (ou estimateur par substitution) est :

σ̂2
x =

1
N̂

∑
k∈s

x2
k −

(∑
k∈s xk

N̂

)2
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La variable linéarisée de σ2
x est :

zk = −2
tx
N2

xk +
1
N
x2
k −

1
N

{
σ2
x −

(
tx
N

)2
}

5.1.2 Linéarisation d’un paramètre θ qui n’est pas une fonction régulière
de totaux

On peut utiliser dans ce cas la méthode de linéarisation basée sur la fonc-
tion d’influence d’une fonctionnelle développée par Deville, 1999.
Je ne donne ici qu’une présentation rapide de cette méthode que j’ai emprun-
tée à Dell et al., 2002.

Le calcul d’un paramètre (ou statistique) sur la population U consiste à
mettre un poids égal à 1 sur chaque individu k de U . L’estimation de ce même
paramètre sur l’échantillon consiste à mettre un poids égal à wk sur les in-
dividus k de s et un poids nul pour les autres. Il est donc intéressant de se
demander quel est l’effet d’une variation de poids de l’individu k sur l’estima-
tion du paramètre (mesure de l’influence de k ! ).
D’un point de vue mathématique, notons M la mesure qui met un point égal à
1 sur chaque individu, M̂ la mesure associée au sondage et M+ tδk la mesure
qui met un poids de 1 à tous les individus sauf k, qui, lui, a un poids de (1 + t).
Notons θ = T (M), θ̂ = T (M̂) et T (M+tδk). La dérivée de T liée à une variation
infinitésimale de poids associée à l’individu k est appelée fonction d’influence
et est égale à :

linkT = zk = lim
t→0

T (M + tδk)− T (M)
t

Exemple de l’indice de Gini Il existe plusieurs définitions de l’indice de Gini.
Prenons la définition suivante :

G = 2
∑
k∈U

(∑
l∈U 1xl≤xk

)
xk

N
∑
k∈U xk

− 1

L’estimateur par substitution de G est :

Ĝ = 2
∑
k∈s
(∑

l∈s wl1xl≤xk

)
wkxk

N̂
∑
k∈s wkxk

− 1

Pour simplifier les notations, on notera :

r(k) =
∑
l∈U

1xl≤xk

r̂(k) =
∑
l∈s

wl1xl≤xk
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La linéarisée de l’indice de Gini vaut :

zk =
1
Ntx

(
(2r(k)− (G+ 1)N)xk + 2

∑
l∈U

1xk≤xl
xl − (G+ 1) (tx)

)

5.2 Calage dans le cas de paramètres linéarisables

Proposition 4 Soit θ, un paramètre non linéaire, estimé par θ̂, son estimateur
par substitution.
Si θ̂ est linéarisable, alors caler sur tz (avec zk la variable linéarisée de θ) est
équivalent à un calage approché (ou asymptotiquement exact) sur θ.

t̂z = tz ⇔ θ̂ ≈ θ

Exemple du calage (approché) sur la variance
En faisant le calage sur la variable linéarisée, on n’obtient pas exactement
σ̂2
x = σ2

x, mais :

σ̂2
x = σ2

x −
(
tx
N
− t̂x

N̂

)2

.

6 Conclusion

Les estimateurs par calage, qui mettent à profit l’information auxiliaire, sont
très largement connus et utilisés pour améliorer la précisions des estimations
des paramètres d’intérêt d’une enquête. Or, les équations de calage ne mobi-
lisaient jusqu’à présent que des estimations exactes de totaux.
On a pu voir dans cet article qu’il est assez facile de caler sur des paramètres
non linéaires (i.e. qui ne sont pas des totaux) lorsque ceci peuvent se définir
comme solution d’équations estimantes ou lorsqu’ils sont fonctions de ratios
de totaux.
Par ailleurs, dans les autres cas, on peut procéder à un calage approché (ou
asymptotiquement exact), en ayant recours aux techniques de linéarisation.
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